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物理 学 是 研究 物质 、 能 量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 、 材 料 、 信 息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 , 同时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
又 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激 烈 的 今天 ， 物 理学 不 
仅 轿 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ， 而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 ， 随 着 中 国政 治 、 经 济 、 教 育 、 文 化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ， 我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ， 做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ， 近 年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 
齐 放 的 良好 态势 ， 在 知识 传承 、 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 
作用 。 从 另 一 方面 看 ， 尽 管 国内 各 出 版 社 相继 推出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教材 
和 图 书 ， 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ， 深 和 人 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科学 
技术 之 间 的 渊源 ， 并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 ， 仍 是 
我 国 科学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 、 加 快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ， 特 别 是 展现 近 
年 来 中 国 物理 学 者 的 研究 水 平和 成 果 ， 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支 
持 下 推出 了 《中 外 物理 学 精品 书 系 》 试图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活跃 的 专家 ， 确保 了 整套 从 书 的 权威 性 和 前 
脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰 富 ， 涵 盖 面 广 ， 可 读 性 强 ， 其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 ， 也 有 对 正在 茵 勃发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展 示 ; 既 引 进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ， 也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 ,《 中 外 物理 学 精品 书 系 》 力 图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物 理 
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科学 发 展 的 全 貌 ， 是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价值 和 阅读 乐趣 的 经 
典 物 理 从 书 。 

《中 外 物理 学 精品 书 系 》 另 一 个 突出 特点 是 , 在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ， 也 将 我 国 近 现代 物理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动 态 ， 可 以 满 
足 当 前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ， 改 革 开 放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 , 一 大 批 具有 较 高 学 术 价值 的 著作 相继 问世 。 
这 套 从 书 首次 将 一 些 中 国 物 理学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 国际 相 
关 研究 的 主流 领域 ， 使 世界 对 中 国 物理 学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深信 了 解 ， 不 
仅 充分 展示 出 中 国 物理 学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 ”， 也 向 世界 主动 传播 我 国 科技 
文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实 力 ”"， 对 全 面 提升 中 国 科学 、 教 育 和 文化 领域 的 国际 
形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 ,《 中 外 物理 学 精品 书 系 》 还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 著 
作 进 行 了 全 面 收 录 。20 世纪 以 来 ， 中 国 物 理 界 诞生 了 很 多 经 典 作 品 ， 但 当时 
大 都 分 散 出 版 ， 如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ， 读 者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 ， 未 见 其 真 ”。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ， 对 中 国 物 理学 科 不 同时 期 、 不 同 分 支 的 经 典 著 作 进 行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意义 和 社会 价值 ， 不 仅 可 以 很 好 地 保护 
和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文 献 ， 充 分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ， 更 能 使 广 
大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 真 正 
领悟 到 老 一 辈 科 学 家 严谨 求实 、 追 求 卓越 、 博 大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基 础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智 力 资本 的 重要 途径 ， 是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 ”"。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ， 而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 ， 这 套 《 中 外 物理 学 精品 书 系 》 的 出 版 ,不仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 
的 人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 、 智 力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ， 也 将 进一步 推动 其 他 
相关 基础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ， 为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
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内 容 简 介 


本 书 前 八 章 属 于 数理 方程 , 包括 数理 方程 与 特殊 函数 的 一 些 概念 
性 问题 和 特殊 技巧 ， 某 些 特殊 形式 的 偏 微分 方程 定 解 问题 ， 以 及 有 关 数 
理 方 程 的 理论 问题 ,包括 函数 空间 、 线 性 算 符 和 广义 函数 ,并且 在 广义 
函数 的 基础 上 讨论 了 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 Green 函数 问题 . 

后 七 章 属于 特殊 函数 . 主要 内 容 有 : 一 、 球 函数 和 柱 函 数 (包括 虚 
宗 量 柱 函 数 ) 的 Wroüski 行列 式 , 并 结合 递 推 关系 而 导出 的 恒等式 ; 


二 、 涉 及 球 函 数 和 柱 函 数 的 级 数 , 包括 Legendre 多 项 式 零点 和 Bessel 


函数 零点 的 级 数 ; 三 、 球 函数 与 柱 函 数 的 积分 , 包括 柱 函 数 的 Fourier 
变换 和 Laplace 变换 ， 以 及 柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函 数 的 不 定 积分 ; W. R 
函数 和 柱 函数 的 Christoffel 和 式 ， 以 及 超 儿 何 函 数 和 合流 超 几 何 函 数 
的 Christoffel 和 式 ; 五 、Legendre 方程 的 本 征 值 问题 ; AX. XGA 
学 或 电动 力学 的 球 函 数 问题 . 

本 书 不 是 数学 物理 方法 的 教材 ， 而 是 笔者 对 于 传统 教材 内 容 的 解 
读 与 发 挥 . 书 中 还 汇集 了 笔者 自己 的 许多 计算 , 例如 ， 有 超过 200 个 积 
分 及 近 900 个 和 式 (有 限 和 或 无 穷 级 数 ) 的 计算 结果 . 


Sez zz ze RN ze Reo Sz eMe S SEIN, ebessen 


Keen ee SUI SUIS S ee e S SUI e e SUI Me e e e E AA GN 


OCONEE 


D 


前 
Ke 


五 十 余年 前 ,笔者 就 读 于 北京 大 学 物理 系 , 得 到 诸位 前 辈 大 师 的 教诲 . 毕业 之 
后 , 更 在 王 竹 溪 与 郭 敦 仁 二 位 先生 的 指导 下 ， 从事 数学 物理 方法 课程 的 教学 , 迄今 
已 届 五 十 载 . 笔者 得 到 了 二 位 先生 生前 的 诸多 教 益 . 在 教学 实践 中 , 面 对 学 生 的 各 
fiui]. 促进 了 对 于 相关 问题 的 深入 思考 ; 在 与 校内 外 同行 的 交流 切磋 中 , 更 获 益 
RZ. 退休 以 后 , 笔者 将 这 些 收获 与 记录 , 汇集 为 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 
函数 与 积分 变换 》 及 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 二 书 ， 以 此 
奉献 给 中 国 近 代 物 理 教育 100 年 . 

需要 说 明 , 这 两 本 书 都 不 是 数学 物理 方法 的 教材 , 而 是 笔者 备课 与 教学 过 程 中 
笔记 与 练习 的 汇集 . 从 某 种 意义 上 说 , 这 两 本 书 所 涉及 的 内 容 , 恰恰 是 在 传统 教材 
之 外 , 包括 笔者 对 于 教材 中 标准 表述 之 外 的 解读 与 发 挥 . 笔者 以 一 孔 之 见 , 希望 能 
就 教 于 国内 从 事 数学 物理 方法 课程 教学 的 同行 ,希望 能 对 于 此 门 课程 的 教学 有 所 
deis. 需要 特别 申明 , 这 两 本 书 均 不 以 数学 物理 方法 的 初学 者 为 对 象 . 当然 ,对 于 
已 经 学 习 并 掌握 了 数学 物理 方法 课程 基本 内 容 的 青年 学 子 来 说 ， 这 两 本 书 或 许 也 
能 成 为 他 们 进一步 学 习 与 思考 的 辅助 读物 . 他 们 将 会 发 现 , 从 已 有 的 知识 出 发 ,只 
要 再 往 前 迈 一 小 步 , 展现 在 面前 的 将 是 一 片 绚丽 多 彩 的 新 天 地 . 

正 因为 不 是 教材 , 所 以 这 两 本 书 的 内 容 不 受 教学 大 纲 的 约束 , 与 数学 物理 方法 
传统 教材 基本 上 不 相 重 复 , 既 不 追求 与 数学 物理 方法 教材 的 完全 对 应 与 覆盖 , 也 不 
刻意 追求 理论 的 系统 性 与 完整 性 . 书 中 有 举 内 容 可 能 是 教材 的 补充 与 提高 , 但 也 有 
不 少 内 容 是 现在 教学 中 所 不 涉猎 的 . 

正 因为 不 是 教材 , 所 以 这 两 本 书 可 能 存在 内 容 前 后 倒置 的 情形 . 尽管 在 整理 书 
稿 时 , 尽量 希望 理 顺 各 章节 乃至 具体 内 容 的 前 后 次 序 , 但 也 不 排除 有 前 面 的 内 容 需 
要 用 到 后 面 的 知识 

或 许 值 得 提 到 , 这 两 本 书 中 汇集 了 笔者 自己 的 许多 计算 . 例如 , 这 两 本 书 中 提 
供 了 超过 1200 个 积分 及 超过 1200 个 和 式 (有 限 和 或 无 穷 级 数 ) 的 计算 , 这 些 结果 ， 
绝 大 多 数 都 未 出 现在 L. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik 的 千 页 巨著 Table of Integrals, 
Series, and Products (Tth ed., Elsevier (Singapore) Pte Ltd., 2007) 中 . 

或 许 这 些 就 是 这 两 本 书 的 特点 . 
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本 书 名 为 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》, 共 十 五 章 , 大 体 上 
可 分 为 两 部 分 , 前 八 章 属于 数理 方程 , 后 七 章 属 于 特殊 函数 . 

第 一 章 与 第 二 章 的 内 容 , 可 以 看 成 是 数学 物理 方法 课程 的 补充 . 第 一 章 涉及 数 
理 方 程 与 特殊 函数 的 一 些 概念 性 问题 和 特殊 技巧 . 第 二 章 来 源 于 笔者 有 关 分 离 变 
量 法 的 几 篇 论文 , 涉及 某 些 特殊 形式 的 偏 微分 方程 定 解 问题 . 讨论 这 些 问题 有 助 
于 深化 对 于 分 离 变量 法 的 理解 ， 然 而 它们 通常 又 都 不 在 教学 内 容 之 列 . 特殊 的 是 
82.5， 讨 论 了 端面 有 阻尼 的 弹性 杆 振动 问题 ， 笔 者 虽然 设法 给 出 了 这 个 问题 的 解 ， 
但 是 却 给 我 们 提出 了 许多 有 待 回答 的 问题 . 

第 三 章 至 第 八 章 涉及 数理 方程 的 理论 问题 , 包括 函数 空间 、 线 性 算 符 和 广义 本 
数 , 并 且 在 广义 函数 的 基础 上 讨论 了 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 的 Green 函数 问题 . 
严格 说 来 , 这 部 分 应 该 算是 读书 笔记 , 虽 有 笔者 的 整理 与 发 挥 , 并 尽 可 能 或 多 或 少 
地 补充 了 一 些 例题 , 但 其 中 的 基本 概念 、 基 本 观点 和 理论 框架 , 都 可 以 在 相关 文献 
中 找到 . 笔者 之 所 以 收入 这 些 内 容 , 原因 是 它们 的 重要 性 . 对 于 从 事 数 学 物理 方法 
课程 教学 的 老师 , 或 是 已 经 掌握 了 此 课程 基本 内 容 的 读者 , 这 些 都 是 提高 自身 的 理 
论 修养 所 必需 的 基础 ， 也 是 进一步 学 习 的 入 门 . 

关于 特殊 函数 的 部 分 , 即 书 中 的 第 九 章 至 第 十 五 章 , 基本 上 是 笔者 教学 研究 工 
作 的 记录 . 第 九 章 中 计算 了 Legendre 函数 的 Wroński 行列 式 WP, (£), Py (一 2)]， 
WIP, (z), Q,(z)] 及 连带 Legendre 函数 的 Wroński 行列 式 W[PE (£), Oto), 并 
由 此 出 发 ， 结 合 Legendre 函数 与 连带 Legendre 函数 的 递 推 关系 ， 导 出 了 有 关 这 
些 函 数 的 70 余 个 恒等式 . 这 些 恒 等 式 , 除了 极 个 别 的 几 个 外 , 绝 大 多 数 在 现 有 的 
主要 工具 书 中 都 未 能 检 出 . 第 九 章 中 还 讨论 了 Legendre 方程 的 本 征 值 问题 及 含有 
Legendre 多 项 式 或 连带 Legendre 函数 的 积分 . 第 十 章 集中 讨论 了 涉及 Legendre 多 
项 式 或 连带 Legendre 函数 的 级 数 展 开 . 在 这 些 级 数 中 , 笔者 给 出 的 新 结果 超过 100 
^. 第 十 一 章 中 讨论 了 电磁 学 或 电动 力学 的 问题 ,澄清 了 计算 中 易 犯 的 一 些 错误 . 
它们 都 要 用 到 球 函 数 , 这 些 内 容 都 源 自 笔者 已 发 表 的 论文 . 

对 于 第 十 三 章 中 有 关 柱 函数 的 讨论 , 都 可 以 在 他 处 发 现 类 似 的 内 容 . 813.1 中 
给 出 了 有 关 柱 函数 的 恒等式 . 从 柱 函 数 的 Wroński 行列 式 出 发 , 结合 递 推 关系 , 就 
能 导出 这 些 恒等式 , 这 一 做 法 和 球 函数 (89.2) 十 分 类 似 . 书 中 列 出 的 有 关 柱 函数 的 
恒等式 , 有 百 余 个 , 它们 绝 大 多 数 在 现 有 的 主要 工具 书 中 也 不 能 检 出 . 813.2 讨论 了 
一 些 涉及 柱 函 数 的 级 数 展开 , 使 用 的 方法 与 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 
积分 变换 》 一 书 的 第 四 章 亦 有 相似 之 处 , 不 同 的 是 , 那里 是 找到 待 展开 函数 所 满足 
的 常 微分 方程 , 进而 通过 求解 常 微分 方程 得 到 该 函数 的 窘 级 数 展开 式 , 而 在 本 书 的 
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813.2 F, 则 是 找到 待 展开 函数 满足 的 偏 微 分 方程 , 进而 得 到 该 函数 的 展开 式 . 这 里 
需要 用 到 有 关 展 开 式 的 唯一 性 ， 既 有 按 本 征 函数 展开 或 Fourier 展开 的 唯一 性 , 也 
用 到 按 Besse 函数 展开 的 唯一 性 ,本 质 上 仍然 是 Taylor 展开 的 唯一 性 , 但 并 非 它 
的 原始 形式 . 至 于 813.3 AX Bessel 函数 零点 的 级 数 , 第 九 章 中 也 有 类 似 的 内 容 . 

第 十 四 章 是 关于 柱 函 数 的 积分 , 此 处 讨论 了 柱 函 数 的 Fourier 变换 和 Laplace 
变换 ， 柱 函数 的 Melin 变换 已 在 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》 
一 书 中 给 出 ， 该 书 中 还 由 此 计算 了 大 量 含 柱 函 数 的 积分 , 本 书 不 再 重复 . 在 第 十 四 
章 中 还 讨论 了 柱 函 数 及 虚 宗 量 柱 函 数 的 不 定 积 分 . 这 是 一 个 饶 有 兴趣 的 问题 . 笔者 
也 得 到 了 近 200 个 不 定 积分 . 

最 后 要 提 到 第 十 二 章 和 第 十 五 章 . 现 有 文献 中 可 以 搜索 到 两 个 关于 Legendre 
多 项 式 的 Christoffel 和 式 , 分 别称 为 第 一 和 式 与 第 二 和 式 . 本 着 同样 的 思路 , 笔者 
导出 了 更 多 的 和 式 , 包括 连带 Legendre 函数 及 超 几 何 函 数 的 Christoffel MA. 这 
些 结果 都 收录 在 第 十 二 章 中 . 将 这 一 做 法 加 以 推广 , 还 可 以 得 到 柱 函 数 及 虚 宗 量 柱 
函数 的 Christoffel 和 式 , 也 能 写 出 合流 超 几 何 函 数 的 Christoffel 和 式 . 这 些 结 果 见 
第 十 五 章 . 在 这 两 章 中 , 列 出 的 Christoffel 和 式 ， 总数 超过 600 个 . 事实 上 ,读者 
不 难 写 出 更 多 的 和 式 . 这 一 做 法 , 也 还 可 以 进一步 应 用 于 其 他 特殊 函数 . 
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需要 声明 , 本 书 成 书 于 现在 , 但 资料 积累 跨越 数 十 年 . 尽管 书 中 的 计算 均 为 笔 
者 所 为 , 但 也 不 乏 某 些 内 容 , 或 是 直接 采 自 某 书籍 资料 , 或 是 受 其 启发 而 就 , 现在 
由 于 笔者 记录 不 全 ,原始 资料 也 难以 寻觅 ,以致 无 法 一 一 列 出 文献 出 处 . 有 些 计算 
结果 , 或 许可 能 已 经 见 诸 文献 , 但 笔者 孤 陋 寡 闻 , 还 误 以 为 是 新 结果 ， 因此 文字 表 
述 亦 有 不 实 之 嫌 . 笔者 深 致 次 意 之 余 , 亦 请 知情 者 指出 ,本 书 再 版 时 ， 自 当 补 正 . 

最 后 , 在 此 书 付 梓 之 际 , 笔者 感谢 《中 外 物理 学 精品 书 系 》 编 委 会 诸位 对 于 本 
书 的 支持 . 在 本 书 出 版 过 程 中 , 北京 大 学 出 版 社 提供 了 方便 , 陈 小 红 和 和 尹 照 原 编辑 
为 此 付出 了 辛勤 劳动 , 笔者 一 并 致谢 . 
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第 一 章 “” 数 学 物理 方程 定 解 问题 
81.1 关于 数理 方程 的 若干 问答 


1. 何谓 偏 微分 方程 的 解 ? 何谓 偏 微分 方程 的 通 解 ? 


为 了 便于 叙述 ,不妨 以 定义 在 平面 区 域 (x,y) € 内 的 两 个 自 变量 的 二 阶 线 
性 偏 微 分 方程 


L(D;, Dy)u = [A1D2-- AD;D,  AsD2 - BYD;--B3D, 4C | u = f(z,y) 


为 例 , 其 中 D, = 0/0z, D, = 0/0y; 系数 A), Ao, As, Bi, B3, C 及 非 齐 次 项 f 均 为 
z,y 的 已 知 (连续 ) 函数 . 若 存 在 二 元 函数 u(m y). 在 % W: 

(1) 有 二 阶 连续 偏 导数 ; 

(2) 处 处 满足 上 述 方程 (即将 u(z, y) 及 其 偏 导 数 代入 , 方程 即 成 为 恒等式 )， 
则 称 此 二 元 函数 为 上 述 方程 的 解 . 

在 偏 微 分 方程 的 解 中 , 如 果 不 含 有 任何 不 确定 的 因子 ( 即 不 含有 任意 常数 或 任 
意 函数 )， 则 称 该 解 为 方程 的 特 解 . 反之 , 在 (二 阶 线性 ) 偏 微分 方程 的 通 解 中 , 一 
定 含有 (两 个 ) 任意 函数 (仍然 要 具有 二 阶 连续 偏 导数 )， 因 而 足以 涵盖 方程 的 全 部 
特 解 . 

当然 , 这 里 的 讨论 都 是 基于 传统 的 (经 典 的 ) 微 积分 概念 ， 因 而 得 到 的 解 应 当 
称 为 经 典 解 . 与 之 形成 对 照 的 是 , 偏 微分 方程 还 可 以 有 所 谓 弱 解 与 广义 解 . 


2. 何谓 偏 微分 方程 的 弱 解 ? 何谓 偏 微分 方程 的 广义 解 ? 


上 一 问题 中 介绍 了 偏 微 分 方程 解 的 概念 . 作为 偏 微分 方程 的 解 , 包括 两 方面 的 
要 求 , 即 在 求解 区 域内 的 连续 性 及 逐 点 满足 偏 微分 方程 . 这 样 得 到 的 是 偏 微分 方程 
的 经 典 解 (严格 解 ). 特别 是 ,作为 偏 微分 方程 的 特 解 ， 可 以 有 无 穷 多 个 - 这 样 就 可 
能 出 现 某 种 特 解 序列 {un} 其 中 每 一 个 un 都 是 偏 微分 方程 的 解 , 但 lim wn 本 身 
却 可 能 不 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,因而 “= lim wn 可 能 不 是 偏 微分 方程 的 (严格 ) 
解 . 我 们 将 这 种 特 解 序列 的 极限 称 为 偏 微分 方程 的 弱 解 . 当然， 从 概念 上 说 , 着 u 
本 身 也 是 偏 微分 方程 的 解 ,也 符合 弱 解 的 要 求 , 因此 , 偏 微分 方程 的 经 典 解 也 一 定 
是 该 方程 的 弱 解 ; 反之 ， 偏 微分 方程 的 弱 解 却 不 一 定 是 它 的 经 典 解 . 

这 种 状况 与 引进 6 函数 时 出 现 的 形式 (过 程 ) 颇 为 相似 . 我 们 有 所 谓 的 5 序列 . 
序列 中 的 每 一 个 成 员 (函数 ) 都 具有 足够 好 的 连续 性 ， 因 而 可 以 进行 所 希望 的 微 积 
分 运算 . 但 作为 5 序列 的 极限 , 在 经 典 意义 下 并 不 存在 . 我 们 就 把 这 样 的 极限 函数 
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称 为 5 函数 . 现在 我 们 面临 的 是 : 函数 序列 中 的 每 一 个 成 员 (函数 ) 都 是 偏 微分 方 
程 的 (经 典 ) 解 ,不论 这 个 函数 序列 的 极限 是 否 是 偏 微分 方程 的 解 ， 我 们 都 把 它 称 
为 偏 微 分 方程 的 弱 解 . 

完全 类 似 地 , 也 可 以 采用 泛 函 方法 定义 偏 微 分 方程 Lu = f 的 弱 解 , 即 只 需 满 
足 积分 等 式 (以 两 个 自 变量 的 情形 为 例 , 更 多 个 自 变 量 的 情形 可 作 相 应 修改 ) 


[[ — f)é dzdy = 0 或 nom = JJ Jó dzdy, 
x = 


= 
其 中 ais, ui 就 是 所 谓 的 检验 函数 . 更 进一步 , 把 满足 


JJ u( Li ó)dzdi = JJ fpdrdy (D 是 工 的 伴 算 符 ) 


的 u(z,y) 称 为 Lu = f WI XA. 从 概念 上 说 , 作为 偏 微 分 方程 的 广义 解 , 甚至 可 
能 并 不 存在 在 经 典 意义 下 的 偏 导 数 . 上 面 出 现 的 积分 也 可 能 纯粹 只 是 ( 泛 函 意 义 下 
的 ) 一 个 记号 , 或 是 一 个 运算 规则 ,而 非 Riemann 积分 或 Lebesgue 积分 . 

当然 , 偏 微 分 方程 的 经 典 解 或 弱 解 也 一 定 是 该 方程 的 广义 解 . 


3. 何谓 偏 微分 方程 定 解 问题 的 解 ? d 


OK 


所 谓 偏 微分 方程 定 解 问题 (这 里 限定 于 适 定 的 偏 微分 方程 定 解 问题 ) 的 解 ， 必 
须 满足 下 列 要 求 : 

(1) 是 偏 微分 方程 的 解 ， 即使 方程 在 其 定义 域内 成 为 恒等式 ; 

(2) 是 定 解 条 件 的 解 ， 即 在 边界 点 上 使 边界 条 件 成 为 恒等式 , 在 初始 时 刻 使 初 
始 条 件 成 为 恒等式 . 0 

作为 ( 适 定 的 ) 偏 微分 方程 定 解 问题 , 满足 这 样 要 求 的 解 一 定 是 唯一 的 . 因此 ， 
对 于 EEN) 偏 微分 方程 定 解 问题 来 说 ， 只 有 唯一 一 个 特定 的 解 ， 既 无 特 解 与 通 
解 之 分 , 也 不 存在 通 解 的 说 法 . 

与 此 相关 的 问题 是 , 在 用 分 离 变 量 法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 时 , 我 们 往往 先 
求 得 满足 偏 微分 方程 及 ( 齐 次 ) 边界 条 件 的 特 解 , 而 后 将 全 部 特 解 合 加 起 来 ， 得 到 
的 是 既 满 足 偏 微分 方程 、 又 满足 边界 条 件 的 一 般 解 . 需要 注意 , 这 样 的 解 并 不 是 偏 
微分 方程 的 通 解 , 它 只 属于 偏 微分 方程 解 空间 内 的 一 个 子 空间 . 


4. 何谓 偏 微分 方程 定 解 问题 的 弱 解 ? 


这 可 以 看 成 问题 2 的 具体 化 . 因此 , 不 切 以 两 端 固 定 弦 的 横 振动 问题 为 例 . 设 
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有 定 解 问题 
u u 
一 一 Q 一 二 rT<l,t>0 
ETE a 832 0, Ücmc« , t > Ü. 
u| a = 0, u| _,=0, t 2 0, 


ðu 
u|, y = EE Fh — biz), Ozz«l 
应 用 分 离 变 量 法 , 可 得 到 既 满足 齐 次 偏 微分 方程 、 又 满足 齐 次 边界 条 件 的 一 般 解 : 


v(z,t) = Y (c. sin Mat + D4 cos Tat) sin Ta, 
FARR BE E HUE DC: 
2 
nna 


l 
Cn = / y(x) sin Tode, 
f 0 


l 
Dr = d @(z) sin TT. dz. 
[ Jo l 


按照 Fourier 级 数 的 理论 (例如 , 见 笔者 编著 的 《数学 物理 方法 专题 — 复 变 函数 与 
积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 ), 第 十 一 章 , 定理 11.1), 只 要 e(z) € €" (0,0), (x) € 
€^ (0,1), 就 有 


lim mn2C = 0, lim n?D, = 0, 
因此 上 述 一 般 解 一 致 收敛 , 可 以 逐 项 微 商 两 次 ， 从 而 保证 分 离 变量 法 求解 步骤 ( 特 
别 是 逐 项 积分 定 登 加 系数 ) 合法 , 保证 这 样 求 得 的 ulr, t). 的 确 是 波动 方程 的 解 . 
WR g(z) 和 (或 ) va) 不 满足 上 


(z) 
述 要 求 , 例如 ， 取 初 位 移 6(z) 为 如 图 
1.1 所 示 的 折线 ,其 表达 式 为 A 


Q c l T 
h. 0<x<c, 
CET 图 1.1 初 位 移 连续 , 但 其 导数 不 连续 
mak, cec<r<l 


而 %(z) = 0, 则 尽管 我 们 在 形式 上 仍 能 求 得 解 
u(x,t) = = Y = sin e sin T COS Tat. 
这 个 级 数 解 显然 满足 定 解 问题 中 的 边界 条 件 及 初始 条 件 , 然而 并 不 满足 波动 方程 ， 
因为 这 个 级 数 显然 不 能 逐 项 微分 两 次 ( 逐 项 微分 两 次 后 得 到 的 级 数 不 收 敛 ). 我 们 
把 这 样 的 解 称 为 定 解 问题 的 弱 解 . 
可 以 换 一 个 角度 来 讨论 这 个 定 解 问题 . 我 们 将 初 位 移 改 为 
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k 


247 1 
ók(z) = ) 5 -2 sin Tc sin Ta. 


n=l 
显然 函数 pk.(z) Z ,因此 定 解 问 题 的 严格 解 存 在 ， 即 为 


HS < 
uk(z,t) = = > E sin Tc sin "Ce cos Mat. 
读者 可 以 立即 看 到 ， 当 k 一 oo Bb. ux(z.t) 的 极限 正 是 上 面 求 得 的 弱 解 .事实 
上 ， Jim Avi) 也 正 是 图 1.1 中 的 折线 . 
类 似 于 问题 2, 我 们 也 可 以 采用 泛 函 的 语言 定义 偏 微分 方程 定 解 问题 的 弱 解 与 
广义 解 . 


5， 对 于 第 三 类 边界 条 件 [a(Bw/6zx) + Bu] 
负 的 限制 ? 


可 以 从 不 同 的 角度 回答 这 个 问题 . 为 了 便于 叙述 , 不 妨 假定 a, 8 都 是 常数 . 

(1) 从 数学 上 说 , 可 以 说 对 于 o, 8 的 正 负 无 限制 . 

(2) 从 物理 上 说 ,， 有 限制 , 而 且 与 涉及 的 区 间 有 关 : 如 果 z = a 是 区 间 的 左 端 
点 , 则 a 与 8 FE, 如 果 z -a 是 区 间 的 右 端点 , MJ a 与 8 同 号 . 或 者 换 成 法 
向 微 商 的 写法 , 将 边界 条 件 改写 为 [o (0u/0n) + Gil. = 0, W w 一 定 与 PP 同 
号 . 造成 这 一 限制 的 原因 , 在 力学 问题 中 来 源 于 弹性 恢复 力 总 是 与 形变 异 号 , VERA 
学 问题 中 则 是 体系 与 外 界 交 换 热量 , 热量 总 是 由 高 温 流 向 低温 . 

(3) 从 分 离 变 量 法 求解 的 过 程 来 看 ， 这 又 涉及 导出 的 本 征 值 问题 是 否 有 解 的 问 
题 . 在 上 述 (2) 所 述 的 限制 之 下 , 本 征 值 问题 一 定 有 解 , 而 且 有 无 穷 多 个 解 ; 否则 ， 
本 征 值 问题 可 能 无 解 . 详 见 第 五 章 例 5.3 的 讨论 . 恰恰 在 这 一 点 上 , 我 们 看 到 了 物 
理 现象 与 数学 理论 之 间 的 协调 一 致 性 . 


6. 在 常 微 分 方程 的 本 征 值 问题 中 ,车 区 间 端 点 为 奇 点 ， 则 该 处 的 边界 条 件 
应 当 是 有 界 条 件 . 这 个 说 法 是 否 正确 ? 


可 以 从 两 个 不 同 的 角度 来 回答 这 个 问题 . 从 本 征 值 问题 解 的 存在 性 来 回答 , 则 
上 述说 法 不 完全 正确 . 原因 是 , 以 二 阶 线性 常 微分 方程 为 例 , 方程 的 奇 点 固然 可 能 
是 解 的 奇 点 , 但 也 可 以 不 是 解 的 奇 点 , 即 方程 的 两 个 线性 无 关 解 在 方程 的 奇 点 处 均 
解析 , 因此 提出 有 界 条 件 是 “无 的 放 矢 ”, SCHER. 也 可 以 有 另 一 种 极端 情形 , B 
方程 的 两 个 线性 无 关 解 在 方程 的 奇 点 处 均 不 解析 , 且 具 有 不 同 的 奇异 行为 ?， 这 时 
的 有 界 条 件 也 发 挥 不 了 作用 . 


,= 0 中 的 系数 w, 6 是 否 有 正 


r= 


2 
D 例如 常 微分 方程 22-9 A0 — a Giel + aby = 0, a Z 8. 
dr dr 
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有 和 界 条 件 只 能 出 现在 一 种 情形 下 ， 即 在 方程 的 奇 点 处 ,一 解 (通常 是 第 一 解 ) 
有 界 而 另 一 解 无 界 , 这 时 有 界 条 件 的 作用 就 是 握 弃 掉 第 二 解 而 只 保留 第 一 解 . 在 数 
学 物理 方法 教材 中 不 乏 这 样 的 例子 . 但 同时 也 可 以 找到 另 一 类 例子 : 即使 我 们 能 够 
求 得 既 满 足 (含有 待定 参数 的 ) 齐 次 常 微分 方程 、 又 满足 有 界 条 件 的 非 零 解 ， 多数 
情况 下 本 征 值 为 连续 谱 , 相应 的 本 征 函数 也 无 法 归 一 化 (到 有 限 值 ). 我 们 不 妨 举 两 
个 简单 的 例子 . 第 一 个 例子 是 Euler 方程 


rz + y=0, 0<z<a. 
z — 0 是 奇 点 (正则 奇 点 ), 在 边界 条 件 
y(0) AF, y(a) = 0 
下 , 可 以 求 得 此 方程 的 解 为 
本 征 值 A-2w v0, 
本 征 函数 y(x) = sin (vin 3] 


n y^ (z) p(x) dx -f sin? (vin Jr = 38 e! sin? vt dt 
不 存在 . 第 二 个 例子 是 Bessel 方程 
Lde dR 
SE EE a < z < oo, 


r = oo 是 奇 点 ( 非 正则 奇 点 ). 如 果 加 上 边界 条 件 


但 积分 


则 解 为 
本 征 值 AE, vos 
本 征 函 数 R(r) = No(z)Jo( 2r) 一 Jo()No(7). 


换 一 个 角度 回答 . 当 区 间 端 点 是 微分 方程 的 奇 点 时 , 无 论 区 间 有 限 或 无 限 , 出 
现 的 本 征 值 问题 都 属于 奇异 情形 . 我 们 需要 从 区 间 内 部 逼近 端点 ， 从 而 导出 (在 奇 
点 处 ) 边界 条 件 的 恰当 形式 (不 一 定 是 有 界 条 件 ). 详细 的 讨论 见 第 五 章 85.4. 


7. 以 含 时 间 的 偏 微分 方程 ( 即 波动 方程 或 热传导 方程 ) 定 解 问题 为 例 , 在 用 
分 离 变量 法 求解 时 ， 对 于 非 齐 次 方程 ,可 以 不 必 齐 次 化 ,而 采用 按 相应 齐 次 问题 
本 征 函 数 展开 的 方法 求解 , 但 对 于 非 齐 次 边界 条 件 , 则 必须 首先 齐 次 化 , 为 什么 ? 
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可 以 从 几 个 不 同 的 角度 回答 这 个 问题 . 

从 技术 层面 上 来 说 , 只 有 齐 次 边界 条 件 才能 分 离 变 量 , 进而 才能 求 出 “相应 齐 
次 问题 的 本 征 函 数 ”， 从 而 按照 分 离 变 量 法 的 标准 步骤 求解 . 

诚然 ,从 理论 上 说 , 无 论 是 否 将 边界 条 和 件 齐 次 化 ,就 给 定 的 偏 微分 方程 定 解 问 
题 而 言 ， 其 “相应 齐 次 问题 的 本 征 函数 ”总 是 客观 存在 的 ， 也 总 是 可 以 求 出 来 的 ; 
可 是 , 倘若 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 即使 方程 是 齐 次 的 , 我 们 虽然 可 以 按照 某 种 原则 
另行 选择 齐 次 边界 条 件 (哪怕 是 “相应 的 齐 次 边界 条 件 ”), 从 而 构造 出 齐 次 方程 在 
齐 次 边界 条 件 下 的 一 般 解 , 但 是 这 样 的 解 肯 定 不 可 能 满足 非 齐 次 的 边界 条 件 . 这 就 
是 说 , 无 论 怎 样 选择 县 加 系数 ,总 不 可 能 得 到 原 定 解 问题 的 解 , 即使 放宽 到 原 定 解 
问题 在 平均 收敛 意义 下 的 解 ， 乃至 广义 解 ， 也 不 可 能 ， 

从 本 征 星 数 完备 性 的 角度 , 就 可 以 从 根本 上 理解 , 为 什么 在 应 用 分 离 变 量 法 解 
偏 微分 方程 定 解 问题 时 ， 如 果 边 界 条 件 是 非 齐 次 的 ， 必 须 首 先 将 边界 条 件 齐 次 化 ， 
因为 只 有 满足 与 本 征 函数 相同 的 ( 齐 次 ) 边界 条 件 的 函数 ,才能 (至 少 在 平均 收敛 
的 意义 下 ) 按照 该 组 本 征 函 数 展开 . 


8， 在 圆 形 区 域内 的 定 解 问题 中 , 常常 遇 到 本 征 值 问题 


p" + A = 0, 0 < «2m, " p" + Aó = 0, 一 oo < ó < co, 
$(0)— (2n), %@'Oí (0) = P (27), S(p) = Plo + 2n), 


难道 方程 86” .- Ao — 0 的 解 还 可 以 不 具有 周期 性 吗 ? 


为 了 叙述 的 方便 , 我 们 将 具有 周期 系数 的 微分 方程 称 为 周期 微分 方程 . 以 下 从 
几 个 层面 回答 这 个 问题 : 

(1) 的 确 ， 某 些 周期 微分 方程 存在 周期 解 ， 且 其 周期 与 方程 系数 的 周期 相同 ， 
正 因为 如 此 , 这 个 本 征 值 问题 才 有 解 , 我 们 才能 求 得 一 系列 的 值 , 使 得 微分 方程 
有 周期 为 2r 的 周期 解 . 

(2) 需要 说 明 , 即使 周期 微分 方程 的 解 具有 周期 性 , 其 周期 也 可 以 不 同 于 方程 
系数 的 周期 . 上 面 列 出 的 本 征 值 问题 其 实 就 说 明了 这 个 事实 : 方程 的 系数 (1 及 入) 
以 任意 常数 为 周期 , 但 是 求 得 的 周期 解 sin mg 与 cosmo 则 以 2c 为 周期 . 

(3) 一 般 说 来 , 周期 微分 方程 的 解 甚至 可 以 不 是 周期 函数 . 例如 ， 对 于 常 微分 
方程 w(x) - yz) = 0. 其 系数 +1 是 以 任意 常数 为 周期 , 但 其 线性 无 关 解 et 或 
sinh z 与 cosh z 就 不 是 周期 函数 (这 个 结论 仅 限 于 实数 域 , 如 果 在 复数 范围 来 讨论 ， 
则 它们 都 是 周期 函数 ,周期 为 纯 虚 数 273). 

(4) 更 一 般 的 周期 微分 方程 有 Hil 方程 


y" + F (z) = 0, F (z + 2n) = F (z). 
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它 的 解 不 一 定 具 有 周期 性 , 但 可 以 证 明 %, 至 少 总 有 一 个 解 具 有 拟 周期 性 ; 
y(r--2n) —e"*y(z), p AWZ 
RAX n = 0 BË i BF, y(z) 才 是 (以 27 为 周期 的 ) 周期 函数 . 
9. 在 求解 定 解 问题 
108 ( 2 1 8u 


g(,.99 E — 0 2 
r Dr "Or r? 9g? 0, <r <a, 0 < % < 27, 
ðu ðu 
= =| ==—| , 0grgo, 
"|= um Oóle-o  Oóle-2n rsa 
ul AF, ul... = f(9). 0 < ó «2n 


时 ， 我 人 会 得 到 既 满 足 齐 ; 次 方程 、 又 满足 周期 条 件 的 特 解 1, Inr, r" cos mó, 


r? sin mọ, rm cosmo # r7" sin mo (m 为 自然 数 )， 能 说 它们 都 是 Laplace 方 
程 在 圆 域 + < a 内 的 特 解 吗 ? 


不 能 ! 注意 上 面 列 出 的 这 些 特 解 只 是 在 瑞 形 域 «rca, 0< ó < 2n 内 满足 
Laplace 方程 及 周期 条 件 , 换言之 ,只 是 在 环 域 0<r <a 内 满足 Laplace 方程 . 事 
KE, 函数 1, rm cosmo 和 r™ sin mo 都 是 Laplace 方程 在 圆 域 +<a 内 的 特 解 , 但 
lnr, r^" cosmo #l rm sinmó MWE, 后 者 在 7 = 0 均 不 可 导 , 因此 在 > = 0 点 并 
不 满足 Laplace 方程 . 

这 个 问题 从 另 一 个 角度 说 明了 直角 坐标 系 中 的 Laplace 方程 

Pu Puo z2 +y < oi 
ðr?  &y? ' 


与 平面 极 坐标 系 中 
1 2 
St ei SE 0<r <a, 0 < $ < 2m, 
ðu ðu 
dä 0 = wl 7€ Jelg- = Sala 0<r <a, 
ul o R3, 0 < ó$ < 27r 
之 间 的 等 价 性 . 


类 似 地 ， 还 可 以 提 到 ， 函 数 Ja (kr) cos më, Jm(kr)sin më, Nm(kr) cosmo 和 
Na (kr) sin mó (m = 0,1,2,.… k > 0) 都 是 在 瑞 形 区 域内 满足 Helmholtz 方程 
2 (ra DEE 0 <r <a, 0 < ó «2n 


© Bl Floquet 定理 , 见 文献 : F. M. Arscott. Periodic Differential Equations. Oxford: Pergamon 
Press, 1964: 29. 
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及 周期 条 件 


ðu ðu 
= — = — 0<r<a 
u|,..g ul, are Bao 8$ e-2x' ` ` 


的 特 解 , 但 只 有 Jo, (kr) cos mó 和 Ja, (kr) sin mo 是 圆 内 Helmholtz 方程 


8? 2 


的 特 解 , 而 Nm(kr)cosme 和 Nm(kr)sin mp 只 是 环 域内 Helmholtz 方程 


asap 0<z“+⁄ <a 


的 特 解 ， 后 者 在 原点 (zx,y) = (0,0) 不 满足 Helmholtz 方程 . 
10. 在 求解 定 解 问 题 


1 ð / ,Qu 1 . „ðu 1 u 
aa ll + zuo [ sin022) + r? sin? 0 09? = 0, 


O<r<a, 0«0«m, 0<%<2m, 


u|s_o AF, al, AF, Oxrtza, O0O<S<¢K<27, 
ðu ðu 
ul, = Ysan Báloco ^ el O<r<a, OSAST, 


ul AF, ul a = f(6.9), 0<0<mx, 0 < $ < 2n 


时 ， 我 们 会 得 到 既 满 足 齐 次 方程 、 又 满足 (关于 9 的 ) 有 界 条 件 与 (关于 a BW) 
周期 条 件 的 特 解 


TiP 和 (cos 0) cos m, r!P?" (cos 0) sin më, 


(1=0, 1, 2,- tta m -—0,1,2,.- ,0), 
r-!-!PP"(cos0) coe mc, r-!-1Pm(cos0)sin m 


能 说 它们 都 是 Laplace 方程 在 球 内 区 域 + < a 的 特 解 吗 ? 


不 能 ! r'PT(cos0)cosmó 5 r'Pr(cos0)sinmó 是 Laplace 方程 在 球 内 区 域 
r < a 的 特 解 , 但 r7 1 PP (cos0) cosmó 与 r-I-1Pm(cos0)sinmë@ WE. 理由 与 问 
Rü 9 相仿 : 后 者 在 > = 0 处 不 满足 Laplace 方程 . 


11. 如果 偏 微分 方程 具有 一 定 的 对 称 性 (不 变性 )， 它 的 解 是 否 一 定 具 有 同 


样 的 对 称 性 (不 变性 )? 
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不 一 定 ! 例如 , 二 维 Laplace 方程 具有 平移 不 变性 、 反 射 不 变性 及 旋转 不 变性 ， 
但 是 它 的 解 x 或 y 就 不 具有 这 些 不 变性 . 同样 , xz? — y? 也 是 二 维 Laplace 方程 的 
解 , 但 是 它 也 不 具有 平移 不 变性 和 旋转 不 变性 . 

但 是 ， 反 过 来 说 , 如 果 解 具有 一 定 的 对 称 性 , 一般 说 来 (换言之 , 不 排除 有 侦 
然 的 例外 )， 它 应 当 是 方程 具有 相应 对 称 性 的 反映 . 讨论 解 的 对 称 性 与 方程 的 不 变 
性 之 间 的 联系 , 正 是 群 论 的 研究 内 容 之 一 . 

严格 说 来 , 上面 问题 的 提 法 还 不 够 准确 . 我 们 只 提 及 偏 微分 方程 还 不 够 , 还 必 
须 指 明 所 要 求解 的 空间 区 域 . 

更 进一步 , 就 偏 微分 方程 定 解 问题 而 言 , 如 果 要 讨论 解 的 对 称 性 , 只 是 考察 微 
分 方程 及 求解 区 域 还 不 够 , 还 必须 考察 定 解 条 件 . 


12. 如 果 只 要 求 在 z=1 点 有 界 , Legendre 方程 E (ac +v(v+1)y 
= 0 的 解 是 否 就 是 Legendre 多 项 式 ? 


不 对 ! 从 Legendre 方程 在 x = 1 的 指标 pi = p> = 0 就 可 以 看 出 ，Legendre 
方程 在 x = 1 点 的 第 一 解 (第 一 类 Legendre 函数 P,(z)) 在 zx = 1 点 就 有 界 . 事实 
E, P,(D = 1, RE v 取 何 值 . | 

如 果 在 z = 0 点 求解 Legendre 方程 ,得 到 的 两 个 解 的 确 都 是 在 x = 1 点 对 数 
发 散 . 但 是 , 将 它们 作 适 当 的 线性 组 合 , 仍然 可 以 满足 在 x = 1 点 有 界 的 要 求 . 其 
Sk, 这 样 的 线性 组 合 , 给 出 的 一 定 就 是 Legendre 函数 P, (z) (可 差 常 数 倍 ). 


13. 连带 Legendre 方程 E (1 E | (à 二 二)y 0 在 有 界 条 


dz| ` 


fr y( 土 1) 有 界 下 构成 本 征 值 问题 . 本 征 值 — i(i 十 1),1 = 0,1,2,…. 这 个 结论 对 
不 对 ? 为 什么 ? 


不 对 ! 在 连带 Legendre 方程 中 有 两 个 待定 常数 : 和 与 n. 通常 , / 首先 应 当 由 
另 一 个 本 征 值 问题 
di + n — 0, 
$(0)— (2m),  d(0)— (m) 


定 出 : = mi, m = 0,1,2,……… 如 果 没 有 明确 u 的 取 值 , 我 们 无 法 定 出 ,甚至 也 
无 从 认定 A 是 本 征 值 . 即使 令 y= m? 而 m 的 取 值 未 定 , 根据 有 界 条 件 的 要 求 , 我 
们 也 只 能 定 出 

A=l(l+1) 1=mm+1,m+2,.... 


如 果 m 不 是 整数 , 1 也 将 不 是 整数 ; 如 果 m 不 是 实数 ，! 也 将 不 是 实数 . 
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还 要 指出 , 即使 已 经 定 出 了 í—m?, m = 0,1,2,…， 则 有 关 本 征 值 
A=I(+1, 1=0,1,2,.. 
的 写法 也 不 对 . 正确 写法 仍然 应 当 是 
=l(+1), [=m,m+1,m+2,... 


因为 当 m 关 0 BF, 1 = 0,1,…,m 一 1 给 出 的 “本 征 函 数 ”G(¢) = 0. 


14. 连带 Legendre 方程 


d 2, dw m? 
ln. st 1) 一 = = e 
dz la z rd + |o ) rZ 0, m = 1,2,3, 


| 在 圆 域 jz — 1| < 2 内 的 两 个 线性 无 关 解 可 取 为 


m/2d" P,(z m m/2d" Q, (z 
Pro = (P -PTR 与 aile ur) 

若 > 为 整数 , 上 且 vy < m 时 , 显然 有 Pm(z) = 0. 难道 这 时 连带 Legendre 方程 只 
有 一 个 非 零 解 Ont" R3? 

可 不 必 讨 论 m=0 的 特殊 情形 ， 因 为 这 时 连带 Legendre 方程 退化 为 Leg- 
endre 方 程 . 

以 上 说 法 当然 不 对 ! 问题 的 关键 在 于 前 提 不 完全 正确 ; Pm(z) 和 Qm(z) 的 确 
是 上 述 连带 Legendre 方程 的 解 , 但 只 在 一 定 条 件 下 才 彼 此 线性 无 关 . 直接 从 它们 
之 间 的 Wronski 行列 式 


WP? (2), Q7(2)) = 


(—1)” P (v4-m4-1) 
1—2? l'(v-m-41) 


就 可 以 看 出 , 34 v — m 为 负 整 数 时 , v — m 十 1 必 为 零 或 负 整 数 ， 所 以 

WI[P7 (z), Q7 (z)] = 0, 
亦 即 PT(z) 与 Qm(z) 线性 相关 ， 事 实 上 ， 正 如 问题 中 所 指出 的 ， 这 时 一 定 有 
Pm(z) = 0. 然而 , 如 果 我 们 将 连带 Legendre 方程 的 第 一 解 取 为 


T (v-m+1) T (u—p+1) pu 
LT (u+m+1) Ki (Tal) O) 


则 当 ”一 mm 为 负 整数 时 , 它 与 Q7 (2) THATRREERYETGA D. 其 实 , 这 样 定义 的 第 一 
解 , 正 是 第 一 类 连带 Legendre 函数 Pj™(z). 
O 既然 它 与 QZ (z) 线性 无 关 , 所 以 一 定 是 非 零 解 . 


Py (z) = 
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还 可 以 顺便 讨论 一 下 更 一 般 的 连带 Legendre 方程 


ia Ed + ie) SÉ "Ch =0 


的 解 . 我 们 看 到 , 在 变换 v 5 —(u + 1), > —u BR z — —z 之 下 ,连带 Legendre 
方程 不 变 , 因此 ,如 时 
1 2 十 1\A/2 l-z 
Py(2) = ray) *( vyti l-u y ) 
是 连带 Legendre FIRR 9, Mrt ART (+2), P^ (xz), PE (+z) 也 一 
定 是 解 . 同样 ， 如果 


"Nie pg (uq v+u+1, 3 ) 
2 1 


A(z) = op 3.72 
QZ(z) 27 十 1 T(v43/2) 2 DATES 


是 连带 Legendre 方程 的 解 *”， 则 Q&(-z) 及 Q*, (+z), Qz^(3z), OCT (+z) 也 
一 定 都 是 解 . 从 这 16 个 函数 中 ,我们 总 可 以 找到 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 而 其 余 的 
14 个 函数 总 可 以 表示 为 这 两 个 线性 无 关 特 解 的 线性 组 合 . 连带 Legendre 函数 之 间 
的 这 些 关 系 式 , 在 有 关 的 专著 中 都 可 以 找到 . 


15. 在 上 半球 内 的 Laplace 方程 边 值 问题 中 , 为 什么 不 可 能 取 


u(r7, 0)= >` Am! Pi(cos 0) 


i=0 
作为 它 的 一 般 解 ? 这 里 假定 定 解 问题 绕 z 轴 旋 转 对 称 , BB u 与 $ 无 关 . 
对 于 上 半球 内 的 Laplace 方程 边 值 问题 , 其 一 般 解 不 可 能 是 


u(r,8) - Y ^ Arr" Pi(cos 8), 
I=0 
理由 如 下 : 
(1) Pi(cos 0) 作为 本 征 函 数 , 适用 的 区 间 必 须 是 0<0<n， 且 相应 的 边界 条 件 
为 6(0) 有 和 界 , odp. 
(2) 在 上 半球 的 范围 内 ,将 Laplace 方程 分 离 变量 ， 能 得 到 Legendre 方程 
dO 


(Lange LAO - 0, 


1 d 

sin 0 d0 

@ PZ(z) 和 Q(z) 都 是 在 由 z = 1 WETASCRIBITER z 平面 上 单 值 解析 . 参阅 文献 : 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 特 
殊 函 数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 245 - 249. 
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但 边界 条 件 为 
Ə(0) 有 界 

以 及 下 列 诸 式 之 一 : 
O(n/2) = 0, 若 原 题 中 半球 底面 为 第 一 类 边界 条 件 ， 
@'(rr/2) = 0, 若 原 题 中 半球 底面 为 第 二 类 边界 条 件 ， 
oO'(n/2)-- BO(n/2) 20, ”车 原 题 中 半球 底面 为 第 三 类 边界 条 件 . 

由 此 方 能 求 出 相应 的 本 征 函数 , 进而 写 出 正确 的 一 般 解 形式 . 关于 这 几 个 本 征 值 问 

题 的 解 (本 征 值 与 本 征 函数 )， 详 见 第 九 章 89.3. 


16. 在 球 过 内 的 Laplace 方程 边 值 问题 
1 ô / ðu) 1 . „ðu 1 Pu 
r? acr 5.) maso Cin Pas) + r2sin20 092 — 0, 
a<r<b, 0«0«m, 0«ó«2n, 
al, AF, ME ES a«r«b, 0 < % < 2m, 
ðu Ou 
一 2u| En <0 < 
DA d ER | BD |o= a«r«b, 0 < 0 < m, 
al 有 界 ， u|, = f(0,9), OSAST, 0 < ó < im 
中 , 是 否 能 将 一 般 解 写成 
oo H 
u(r,0, 2) = >` Kl (Air! 4 Bir 1)Pr (cos 0) (Cm sin mo + Dm cos mo)? 
{=0 m=0 


不 能 ! 对 于 球 壳 内 的 区 域 , 满足 Laplace 方程 及 (关于 a 的 ) 周期 条 件 和 ( 关 
于 9 的 ) 有 界 条 件 的 特 解 有 四 类 , B] 
r! Pi (cos 0) cos më, r!P?" (cos 0) sin mó, 


r 1-1 P?" (cos) cos mo, r 1 1PT (cos 0) sin mo, 
Dim JBE, MEI UH IS EXE ER VEN, 应当 是 
oo | 
u(r,0,0) = >` y` r! PT" (cos 0) (Aus sin mo + Bim cos mo) 


1—0 m=0 
oo 


l 
+ 5 r 1-1 PT" (cos 0) (Cim sin mg + Dim cos mọ), 
{=0 m=0 
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应 该 含有 四 组 独立 的 琶 加 系数 .而 原 问题 中 和 式 内 ~ 与 7 个 ! 项 之 间 的 比例 系数 
只 与 ! 有关, sinm 5 cosmo 之 间 的 比例 系数 只 与 m AXR, BU 
oo H 
u(r,0,0) = 5 (Arr! + Bir 1 PI^ (cos 0) (Cm sin mó + Dm cos mo) 


= Y Art D + EE 0) (sin m + Dm cos mé) 


= 5 A,A (ri + Bir! !)P? (cos0) (sin me + Di, cosmo), 
I=0 m=0 


因此 独立 的 又 加 系数 只 有 三 组 : Am, AmB, 与 AmB Dhn 或 者 令 


l 
oi, $) = 5 Pf" (cos 0) (Cm sin mo + Dm cos mo), 


m=0 


则 原 问题 中 的 和 式 意 味 着 将 解 式 限 制 于 


u(r, 0, ó) = >` (Ar! + By )g(0, $) 
1=0 
这 种 特殊 形式 ， 即 如 果 将 ulr, 9,9) EIR a<r < DIE Laurent 展开 , r! 项 与 
r- 项 的 系数 对 于 0, o 有 相同 的 依赖 形式 . 
对 于 这 种 球 壳 内 的 Laplace 方程 边 值 问题 ,其实 将 一 般 解 写成 


oo i 
air, d. ai = 5 y (Air! + By r IS HIPUT (cos OQ)eim®, 


t=0 m--i 


在 形式 上 更 简单 些 . 


17， 设 有 热传导 方程 的 定 解 问题 
ðu 18, ðu 1 8u 


GE T+ 1 = 0, 0<r<a, 0«$«2mn, t>0, 


u| = u| d — 2u 0<r<a, t> Ü 
é-0  "'é—7" O90ls-0  Oólé-2n © 5? i 
ulo AF, al = f(6.t), 0«ó«2n, t>0, 
ulo = g(r, 0), O<r<a. 0«ó«2mn. 


由 于 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 故 采 用 分 离 变 量 法 求解 时 , 必须 先 将 边界 条 件 齐 次 化 . 
为 确定 起 见 , 不 妨 设 f(9,1) = Acos29, 其 中 A 为 已 知 常数 . 这 时 选择 齐 次 
化 函数 要 考虑 哪些 原则 ? 
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设 u(r,ó,t) = u(r,ó,t) + (r, ó, t). 
(1) 作为 最 低 要 求 , 齐 次 化 函数 w 必须 满足 原 题 中 的 边界 条 件 ， 即 


Ow _ Ow 
wl. 一 w| os 86 loco T Aélé e 
al Ht, w| a = Acos29. 


(2) 更 高 的 要 求 是 w 还 满足 原 题 中 的 偏 微分 方程 ， 即 


ðw 1 ð e ðw 1 w 
Ət EE Er E 

(3) 考虑 到 非 齐 次 边界 条 件 中 出 现 的 函数 与 二 无 关 , 故 可 取 w t ER, 即 取 
w= wr, o), 使 得 w(r,9) 满足 原 定 解 问题 中 的 偏 微 分 方程 (因而 只 是 Laplace 方 
程 ) 及 边界 条 件 . 

(4) 考虑 到 rm cosmó 与 rm cosmo 都 是 Laplace 方程 的 解 ， 故 齐 次 化 函数 
的 最 佳 选择 是 w = A(r/a)?cos29. 但 不 可 取 w = 4(a/r)2 cos 26， 因 为 它 不 满足 
wo 有 界 的 要 求 . 

(5) ETAR w = Acos29. 但 因为 它 不 满足 Laplace 方程 ,所 以 由 此 导出 的 
v(r, o, t) 将 不 满足 齐 次 偏 微分 方程 . 

(6) 取 w = A(r/a)cos26 可 能 是 最 不 明智 的 选择 ， 因 为 这 时 v(r, p, t) 满足 非 
齐 次 偏 微分 方程 ,并 无 特别 简单 之 处 ; 而 且 在 进一步 求解 vr, ó, t) 时 , 还 将 会 遇 到 
积分 计算 的 额外 困难 . 

本 问题 的 普遍 意义 在 于 : 当 我 们 处 理 圆 形 区 域 的 与 时 间 有 关 的 问题 时 , 或 是 处 
理 柱 形 区 域 的 定 解 问题 时 , 如 果 需 要 将 边界 条 件 齐 次 化 , 要 格外 小 心 , 值得 选取 不 
同 齐 次 化 函数 进行 比较 ,并 且 还 要 预见 到 后 续 计算 中 将 会 遇 到 的 问题 . 


18. 圆柱 体 做 径 向 振动 ， 其 波动 方程 是 
u æð ( y 


Ot? r Or 
B? 其 中 u 是 柱 体 振动 时 的 径 向 位 移 ，a 是 弹性 波 在 柱 体内 的 传播 速率 . 
不 对 ! 因为 圆柱 体 做 径 向 振动 时 , 其 ( 径 向 ) 位 移 应 为 矢量 


u(r, az, = v(r,ó, z, t) er, 


故而 满足 矢量 波动 方程 
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Am? 
由 此 即 可 时 出 


因此 , 径 向 位 移 与 $ ER. 原则 上 仍然 与 z AR, BI v = olr zt) "C REBUILD 
方程 应 该 为 


o8 "|rBrV Or) > 82 


即使 进一步 假定 v 与 z 无 关 , 即 v = v(r, t). 它 满足 的 波动 方程 也 应 当 是 
0?v 180, 0v v 
ðt? a? E ðr Ka 5| Se 
19. Bessel 函数 J,(z) 与 Neumann 函数 N,(z) 能 否 有 共同 的 零点 ? | 


不 可 能 ! 因为 如 果 Bessel 函数 J (2) 与 Neumann EC N, (z) 有 某 一 个 共同 零 
点 z = zo, M) Wronski 行列 式 W[J,(z), Ny(z)]s=zso = 0, 因而 Wl[J,(z), N,(z)] = 0, 
由 此 就 会 得 出 J,(z) 与 N, (z) 线性 相关 的 错误 结论 . 

根据 同样 的 理由 ,还 能 论证 除了 z = 0 点 之 外 ,Jy(z) 与 JL(z) 也 不 可 能 有 共 
同 的 零点 . 在 z = 0 点 , Jy(z) 与 JL(2) 可 以 同时 为 0, 但 因为 该 点 是 N,(z) 的 奇 点 ， 
故 到 [J,(z), N,(z)] 可 以 不 为 0. FEE, 当 Rev > 1 FF, 就 有 J,(0) — J/(0) = 0. 

关于 本 题 的 讨论 具有 普遍 意义 . 读者 不 难 应 用 于 其 他 二 阶 线性 常 微分 方程 . 


Ki d 0 ( a v <] _ 


20， 微 分 算 符 A i 是 自 伴 算 符 吗 ? 


在 回答 这 个 问题 之 前 ， 需 要 先 回忆 一 下 自 伴 算 符 的 定义 : 设 有 算 符 A 及 其 伴 
算 符 Al, 若 它们 的 定义 域 


ZA = Zat, 
而 且 在 此 共同 的 定义 域 (简写 为 Z) 内 
A—A!, Hl Aus Alu, Vu € Z, 


则 称 算 符 4 为 自 伴 算 符 . 因此 , 绝 不 能 离开 定义 域 去 讨论 算 符 及 其 伴 算 符 . 或 者 
说 , 离开 算 符 的 定义 域 , 笼统 地 谈论 该 算 符 是 否 自 伴 , 这 种 做 法 本 身 就 不 恰当 . 


@ 参阅 : 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，2004: 222. 
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为 了 明确 起 见 ， 不 妨 考虑 定义 在 有 界 区 间 上 的 40,1). 这 时 , 算 符 A = iC 
不 可 能 定义 在 整个 (0.1) 上 ,因为 组 成 这 个 空间 的 元 素 (函数 ) 可 以 不 可 导 . 所 
以 , 算 符 4 只 能 定义 在 -45(0,1) 的 某 个 子 空间 上 , 例如 
Au = i “ZA ` ulr) 绝对 连续 9, u'(x) e Z5(0, 1). 
直接 分 部 积分 即 得 
dv 


" vlt Me: | (至 ) uds + ife" Du) - v (0). 
即 
(v, Au) = (Av, u) + ifv" (1)u(1) — v*(0)v(0)]. 
因此 ,作为 A = DEE, 
Alv = I: Zar: v(x) 绝对 连续 , v'(z) e 25(0,1), v(0) = v(1) = 0. 
由 于 定义 域 并 不 相同 , 所 以 4 并 不 是 自 伴 算 符 . 
还 可 以 对 A 的 定义 域 加 以 进一步 的 限制 (通常 是 加 上 适当 的 边界 条 件 )， 比 如 
Auc m ZA : ulz) 绝对 连续 , u (z) € 250, 1), u(0) = 0, 
重复 上 述 计 算 ， 就 得 到 
Atu = iss, ZA :olz) 绝对 连续 , w(z) € .Z(0,1), v(1) = 0, 
所 以 这 时 的 A 仍 不 是 自 伴 算 符 . 类 似 地 ,如果 定 义 
Au = iu. Sa: u(x) 绝对 连续 , w(z) € (0,1), u(0) = u(1) = 0, 
pu 


Alv = im At ` (z) 绝对 连续 , v'(z) € (0, 1), 
A 也 不 是 自 伴 算 符 . 
考虑 到 以 上 的 几 种 情形 中 , 算 符 A 之 所 以 不 自 伴 , 原因 只 是 A Z Za. 所 以 
适当 规定 算 符 4 与 A1 的 定义 域 ，4 = i 就 可 以 是 自 伴 的 . 一 种 做 法 就 是 缩 


© 即 存在 可 积 函 数 v(x), 使 得 u(x) = f v(t) dt + u(0), 因此 , w(xz) 几乎 处 处 可 微 , 并 且 是 它 的 导 函 
0 
数 的 广义 原 函 数 . 连续 而 不 绝对 连续 的 例子 就 是 所 谓 的 Lebesgue-Cantor 函数 , 它 不 恒 为 常数 , 但 导数 几 
平 处 处 为 O. 
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小 算 符 4 及 Al 的 定义 域 , 例如 限制 到 上 面 求 得 的 Z, 与 Gat 的 公共 区 域内 , B 
Zar: (z) 绝对 连续 , v'(z) € (0.1), v(0) = v(1) = 0, 
MU A 就 是 自 伴 的 . 还 有 另外 一 种 选择 , 即将 算 符 4 定义 在 -如 (0,1) 的 另 一 类 子 空 
间 上 : 
Au = Gi. Za: ulr) 绝对 连续 , u(x) € (0.1), u(0) = +u(1), 
这 时 A 也 是 自 伴 算 符 , 因为 显然 有 


Atv = GL Zat (z) 绝对 连续 , v(x) € (0, 1), v(0) = v1). 


21. BRR S Hermite 算 符 是 否 完 全 等 价 ? 换言之 , 自 伴 算 符 是 否 一 定 
Hermite? Hermite 算 符 是 否 一 定 自 伴 ? 


这 里 又 涉及 Hermite 算 符 的 定义 : E 


(v, Au) = (Av, u), u,v € ZA, 


则 称 4 为 Hermite 算 符 . 对 照 自 伴 算 符 的 定义 , 我 们 就 看 到 : 
(1) 自 伴 算 符 一 定 是 Hermite 算 符 . 
(2) Hermite 算 符 不 一 定 自 伴 . 例如 上 面 提 到 的 


Au = ES Ga : ulr) 绝对 连续 , u(x) € 7$(0,1), u(0) = u(1) = 0, 


它 不 是 自 伴 的 , 然而 却 是 Hermite 的 . 

进一步 的 结论 是 : 

(3) 有 界 的 Hermite 算 符 一 定 自 伴 . 

(4) 24, 内 的 线性 算 符 都 是 有 界 的 , 因此 ZZ, 内 的 自 伴 算 符 与 Hermite 算 符 是 
等 价 的 : 自 伴 算 符 一 定 Hermite，Hermite 算 符 也 一 定 自 伴 . 

有 关 讨 论 , 详 见 第 四 章 . 


81.2 ”特殊 区 域 的 分 离 变 量 法 


能 否 应 用 分 离 变量 法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 , 既 取决 于 方程 的 数学 形式 , 也 
取决 于 区 域 的 形状 . 本 节 介 绍 几 种 特殊 几何 形状 的 区 域 , 讨论 这 几 种 区 域 中 分 离 变 
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量 法 的 应 用 . 严格 说 来 , 有 些 几何 形状 并 不 特殊 , 本 来 就 可 以 直接 应 用 分 离 变量 法 ， 
但 因为 涉及 一 些 似 乎 值得 注意 的 问题 , 也 一 并 列 在 这 里 . 在 讨论 过 程 中 对 于 微分 方 
程 的 形式 未 加 以 特殊 考虑 . 如 果 可 能 , 我 们 就 只 处 理 Laplace 方程 的 定 解 问题 . 


1.2.1 扇形 区 域 
例 1.1 求解 扇形 区 域内 Laplace 方程 的 边 值 问题 


20 
COW ED 0«r«a, 0< %< o, (1.1a) 
u| s-o =0, u| gza = 0, 0<r <a, (1.1b) 
u| H3, d = f(9), 0 < % < o. (1.1c) 
解 令 ulr, e) = R(r)$(9), 代入 方程 (1.12) 与 边界 条 件 (1.1b), 分 离 变 量 得 
idy dR 入 
Taa -0 (1:2) 
与 
= + A — 0, (1.32) 
$(0-0,  9$(o)-0. (1.3b) 
由 本 征 值 问题 (1.3) 可 以 解 得 
本 征 什 A UN, an (142) 
本 征 函数 @,(@) = sin Mg. (1.4b) 


再 由 方程 (1.2), 解 得 
BEE 
所 以 得 到 既 满足 偏 微 分 方程 (1.1a)、 又 满足 齐 次 边界 条 件 (1.1b) 的 一 般 解 
ulr, ó) = > An (5) ° LB. (2) M sin 77 o. (1.5) 
因为 ul._。 有 和 界 , W B, =0. Val = fiel, BH 


YA, sin — ë = f(9), 


n=1 
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利用 本 征 函数 的 正 交 性 即 可 定 出 全 加 系数 
2 f° nn 
DER n f(d) sin ode (1.6) 


ES ip 应 该 说 ， 求 解 本 题 并 无 任何 特别 困难 之 处 . 我 们 有 兴趣 于 它 的 一 种 特 
殊 情形 , Ep o = jn 的 情形 . j&£ o — 22 代入 到 上 面 的 结果 中 ， 即 得 


u(r, 由) = Y (D) sin 2e (1.7a) 
n=l 
ne a/ (o) sin “2 ag. (1.76) 


需要 注意 ,这 时 的 区 域 形状 应 为 瑞 形 ,如 图 L2 所 示 ， 它 根本 不 是 圆 形 区 域 . 


图 1.2 REKE 


1.2.2 半圆 形 区 域 

半圆 形 区 域 其实 是 扇形 区 域 的 特殊 情形 , BD a = x, 所 以 原则 上 可 以 适用 上 面 
的 结果 . 但 是 , 半圆 形 区 域 也 有 它 的 特殊 之 处 ,， 见 下 面 的 例子 . 

例 1.2 求解 Laplace 方程 在 半圆 形 区 域内 的 边 值 问题 


18/0 19? 
1103 + AE 0, 0<r <a, 0«dó«m, (1.8a) 
u| AF, ula = f(à), 0x H < 7, (1.8b) 
uso=0 wl =0, O<r<a. (1.8c) 
解法 一 ”直接 引用 例 1.1 HAR, RES a = = 即 可 得 到 
u(r,$) = 7 |^ C)" + 5.) sin nó, (1.92) 
n=1 


@ 在 半圆 形 区 域 的 情形 下 ,一 定 仍然 是 利用 关于 A 的 微分 方程 及 边界 条 件 构成 本 征 值 问题 ， 因 此 底 边 
$ — 0, 上 的 边界 条 件 必须 是 齐 次 的 ; 否则 必须 先 齐 次 化 . 
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2 rr 
B, = 0. (1.9c) 


解法 二 ” 延 拓 法 . 延 拓 法 的 基本 思想 是 假设 偏 微分 方程 在 更 大 的 区 域内 成 立 ， 
并 且 设法 给 出 未 知 函 数 在 新 区 域 边界 上 的 数值 ， 使 之 确保 在 厌 区 域 边界 上 的 已 知 
条 件 得 以 满足 , 则 新 定 解 问题 与 原 有 定 解 问题 在 原 区 域 上 等 价 ， 

在 本 题 中 所 作 延 拓 包 括 两 方面 ， 即 方程 的 延 拓 与 边界 条 件 的 延 拓 : 

(1) 将 原 有 的 半圆 补 成 完整 的 圆 形 , 假设 Laplace 方程 在 圆 内 处 处 成 立 ; 

(2) 除了 未 知 函 数 v 在 上 半圆 仍 满足 原来 的 边界 条 件 外 , 更 假设 u 在 下 半圆 
满足 

u| a = —f(2n - %). 

于 是 就 得 到 了 Laplace 方程 在 圆 内 的 边 值 问 题 ， 其 求解 过 程 不 再 重复 . 可 以 预料 ， 
这 样 得 到 的 解 式 与 解法 一 完全 一 致 

之 所 以 能 作 这 样 的 延 拓 ， 是 因为 如 果 w(r,$) 是 Laplace 的 解 ， 则 ulr, 2t — ai 
也 是 该 方程 的 解 , 因此 u(r, alt u(r,2n — ó) 也 是 原 方程 的 解 . 换言之 , Laplace 7j 
程 的 解 可 以 具有 (相对 于 z 轴 的 ) 奇偶 性 . 现在 所 作 延 拓 ， 即 是 选择 了 (相对 于 z 
轴 的 ) 奇 函 数 ， 这样 就 保证 了 u[, = 0. 即 原 边 界 条 件 成 立 . 


1.2.3 角形 区 域 

所 谓 二 维 平面 上 的 角形 区 域 , 指 的 是 三 维 空间 中 的 无 穷 长 棉 形 区 域 , 它 和 扇形 
区 域 的 差别 在 于 : 扇形 区 域 是 有 界 区 域 , 而 角形 区 域 (在 > 方向 上 ) 则 是 无 界 的 . 

例 1.3 设 有 二 维 平面 上 的 角形 区 域 —o < ó < ar > 0, 其 两 边 上 7 < a 的 线 
段 内 温度 为 1, 其 余部 分 温度 为 0. 求 角形 区 域内 的 稳定 温度 分 布 . 

解 用 分 离 变 量 法 解 此 问题 ?. 

设 角形 区 域内 (r, p) 处 的 温度 为 u(7, Ai, 它 满足 的 定 解 问题 为 


18 f ðu 1 u 

SES GJ ED r>0, Oe de, (1.10a) 
ulo AF, ul. ,oo > 0, —« < $ < G, (1.10b) 
ul, is = nla m r), 0 < T «OO, (1.10c) 


其 中 n(x) 是 Heaviside 函数 . 因为 > < a 时 为 非 齐 次 边界 条 件 ， 需 要 齐 次 化 ,同时 
考虑 到 边界 条 件 (1.10b)， 故 应 设 


O 此 问题 亦 可 用 Mellin 变换 方法 求解 . 见 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变 
换 》( 北 京 大 学 出 版 社 ), 第 十 四 章 . 
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(Se (2) sm Dia + o) r<a 
— 4a 2a ` 
nie, di 4, » (1.11) 
>b. "C )Ə ` "sin zT (6-0), r <a. 
当 7 =a 时 , 需 满足 连接 条 件 
ðu ðu 
ulpa- = uaap Ər r=a— = Br r=a+ 
亦 即 
140 sin Z7 (9a) = SD, sin 27 (é + a), (1.12a) 
n=1 
>o, nsin 7 (é+) = ENEE . (112b) 


将 (1122) 式 左 端 的 函数 1 也 按 本 征 函数 Í sin 77 (6 + ail 展开 


TW 
n-l 
代入 (1.122) 式 , 而 后 比较 (1.122) Ej (1.12b) 两 式 左右 两 端的 系数 ， 即 得 
Zb Il AE, D.  C,=-D. 
解 之 得 
0 n = 2m, m = 1,2,3, 
_ _ 1 — (-1)* _ , 3 3 3 H H 
"on nm IT. m= 2m+1, m—0,1,2,..- 
(2m4-1)n' 3 3 H H " 
因此 
_ :> == e ) sin TH a(g +a), r<a, 
u(r, $) 一 (2m 十 1)7r72a 2 
DanC ) sin Le n( +a), r>a. 
再 利用 nad 
sin 一 (二 oa = (-1)" cos SC 
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化 简 , 就 得 到 最 后 结果 


9 Z (-1)* (2n4-1)1/2a mil 
1 元 2 meia) COS a T$ r«a, 


u(r, à) = 


(一 1)" (2n4-1)1/2« mti 
3» oni e ) Cos a 9 r>a. 


我 们 看 到 , 它 和 用 Melin 变换 得 到 的 形式 完全 相同 . 


1.2.4 直角 三 角形 区 域 
例 1.4 求解 等 腰 直 角 三 角形 区 域内 Laplace 方程 的 边 值 问题 


a Sg z>0 u>0, r+y<1, 
ul. =o = f (g), 0<u<1, 
ul, s = 9(z), 0«z «1, 
uli = 0, 0<r<1. 


(1.13) 


(1.14a) 
(1.14b) 
(1.14c) 
(1.14d) 


BE 本 题 遇 到 的 是 三 角形 区 域 , 其 边界 不 可 能 与 正 交 曲面 坐标 系 的 坐标 面 完 全 


重合 ， 因 此 斜 边 上 的 边界 条 件 无 法 分 离 变 量 . 


为 了 应 用 分 离 变量 法 ， 可 以 将 等 腰 直 角 三 角形 外 再 拼接 上 一 个 等 厢 直 角 三 角 


JE, 即 延 拓 为 正方 形 , 如 图 1.3 Pros. 而 新 的 定 解 问题 则 为 
Ou  O?u 


— LI = 0, 0<z<1 Denel, 
B72 By) z y 
ul =f) ula ail A, Denel, 

ul, o = 9(2). dÉ ya 0<r<1. 


(1.15a) 


(1.15b) 
(1.15c) 


这 里 在 直角 边 x = 1 与 y = 1 上 所 加 的 边界 条 件 ， 是 为 了 保证 未 知 函数 u 在 对 角 
线 ( 即 原来 的 斜 边 ) x+y = 1 上 的 数值 为 0， 而 根据 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 ， 则 


保证 了 定 解 问题 (1.15) 在 原来 的 三 角形 区 域内 等 价 于 定 解 问题 (1.14). 


y y 
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为 了 求解 定 解 问题 (1.15), 又 需要 进一步 分 解 为 4 = wi 十 wz, Bu 与 wz 分 
别 是 定 解 问题 


ðr? ' Oy? = 0, 0<z<1, 0<y<1, (1.16a) 

un], = 0, ul, = 0， 0<y<1, (1.16b) 

ul o=) ^ wla--fü-2, 0«z«1 (1.16c) 
与 

SE a =0, 0<z<1 0<y<1, (17a) 

u| o= fU) uzla ol O<y<1, (1.17b) 

ug], az 0. wal,_1=0, 0cz«l (1.17c) 


的 解 . 这 样 就 转化 为 典型 的 分 离 变量 法 的 问题 . 不 难 求 得 , 对 于 定 解 问题 (1.16)， 


oo 


ui(z,y) = »» [An sinh nnz + B, sinh nn(1 一 x)| sin ny, (1.18a) 
n=1 
2 1 1 
A, = 一 一 切 Si -(-1)* i . 
Suh 去 上 g(1— y) sin nny dy = (—1) nh = J g(t)sinnntdt, (1.18b) 
t) nt dt; . 
n= uh x f(t)sinn (1.18c) 


对 于 定 解 问题 (1.17), 


= >》 | [Cn sinh nry + Dn sinh nn(1 一 y)] sin nnz, (1.19a) 
n=1 
2 1 
n= (1— = i . 
C. — han f J — z)sinnza dz = (—1)” EECH n f(t)sinmntdt, (1.19b) 
2 1 
Dn = t) sin nnt dt. . 
n xiu], g(t) sinn (1.19c) 


显然 C, = (-1)^ B4, D, = (-1)7A 
例 1.5 延 拓 法 失效 的 例子 : 求解 直角 三 角形 区 域内 Laplace 方程 边 值 问题 


u On 
Ehe z > 0, y> 0, z + bv < 1, (1.20a) 
ul, y = F(Y) 0< y € 1/b, (1.20b) 


ul, =o = g(x), 0czrxl, (1.20c) 
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ul. iua 70 O0<rz<1. (1.20d) 


解 表面 上 看 来 , 尽管 现在 遇 到 的 区 域 不 是 等 腰 直 角 三 角形 , 但 是 经 过 一 个 简 
单 的 变换 £ = z, 7 = by 就 能 化 为 等 腰 直 角 三 角形 , 相应 地 , 定 解 问题 变 为 


2 2 
Ou Ou O en n>0, £+n<1, 


og ^ om 

ule = f(7): 0 <n < 1, 
ul = = 98), 0o<E<1, 
ul. usi = 0, 0x£x«l. 


注意 , 这 里 的 偏 微分 方程 并 不 是 Laplace 方程 . 尽管 我 们 似乎 仍然 可 以 仿照 例 1.4， 
将 等 腰 直 角 三 角形 延 拓 为 正方 形 ， 从 而 得 到 


Pu Pu ` 
GE O<£<1, Denel 
EE ECHTEN ER 
1- 
dE = (15). 0<£< 1, 


再 按照 分 离 变 量 法 的 标准 步骤 ,就 能 求 得 


ai, ul = >` [An sinh nnbé + Bn sinh mrrb(l — £)] sin nan 


n=1 

+ d É sinh —7 + D, sinh — (1 — ail sin nné 
n=1 

= EI sinh nnbz + B, sinh nnb(1 一 z)] sin naby 

n=1 


n=1 

2 1 9 1 
` sinh nnb 1-ms dn = (71 — —5 t) sin nnt dt 
An = J ol 7) sin ne dn = (—1) uos J g(t) sin nri dt, 


(2) 2b 1/b 
i dn = 一 一 一 一 t)si bt dt, 
) sin nnn dr TD f f(t) sinnn 


) sin nné dE = eier I f(t) sin nbt dt, 


Bn, = — 
sinh nb LG 


Cn = sinh e éi 


= e 7 Í (£) sin né d£, 
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但 是 不 难 直接 验证 , 这 样 得 到 的 u(z, y) 并 不 满足 u(z, y) epey =0 的 要 求 , 因此 
说 明 它 根本 不 是 原 定 解 问题 的 解 . 

上 述 求 解 过 程 错 在 哪里 ? 在 应 用 延 拓 法 时 , 我 们 通常 会 比较 注意 边界 条 件 的 要 
K, 但 容易 忽略 对 于 方程 的 要 求 . 在 上 面 的 例子 中 ， 由 等 腰 直 角 三 角形 到 正方 形 的 
延 拓 是 没有 根据 的 . 为 了 看 清 这 一 点 , 不 妨 将 延 拓 过 程 进一步 分 解 为 旋转 与 延 拓 两 
zb ( 见 图 1.4). 第 一 步 的 旋转 就 是 作 变 换 


m 1 
“= L S +n). r= 0 Cal 


图 1.4 将 等 腰 直 角 三 角形 区 域 延 拓 为 正方 形 区域 的 分 解 步骤 


在 此 变换 下 ， 


3u _ HE 0?u SCH 3u (Žu 8u Zu 
Ot? 2 Í Go? ðoðr | 07?/' 


因此 原 方程 变 为 


op 2 


EES ðsðr ðr? 


u Pu ,2 Ou 
ücÓT ` (3 rz 
这 个 方程 的 解 显 然 不 具有 奇偶 性 . 换言之 , 如 果 wu(o,7) 是 此 方程 的 解 , 则 ulo, —7) 
一 定 不 是 此 方程 的 解 (除非 b = +1). 因此 我 们 就 没有 任何 理由 认为 此 方程 的 解 是 
(相对 于 o HR) 奇 函数 . 这 就 是 上 面 用 延 拓 法 求解 失败 的 原因 所 在 . 


1.2.5 保 角 变换 的 应 用 

应 用 保 角 变换 , 可 以 将 z 平面 上 的 区 域 变 为 《 平面 上 的 相应 区 域 , 而 Laplace 
方程 的 形式 不 变 . 利用 这 一 特性 , 我 们 可 以 扩充 分 离 变量 法 的 应 用 范围 , 将 一 些 表 
面 上 看 来 无 法 应 用 分 离 变 量 法 的 平面 区 域 变 为 可 以 适用 分 离 变 量 法 . 这 里 不 去 讨 
论 如 何 选择 变换 使 得 已 知 图 形 转 化 为 合适 的 平面 区 域 (通常 是 圆 内 区 域 或 上 半 平 
面 ), 而 是 采用 相反 的 思路 , 考察 某 些 图 形 (例如 和 矩形 或 三 角形 ) 通过 保 角 变换 能 变 


= 0. 
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成 什么 特殊 图 形 . 例如 , 图 1.3 中 的 等 腰 直 角 三 角形 在 变换 ç = 2z/(1+z), BH 


_ a(l +z) +y? y 


E= UFa Fy 77 +z) +y 


之 下 , 就 变 为 图 1.5 中 的 曲线 三 角形 , 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 分 别 变 为 曲线 三 角 
形 的 底 边 及 

((- 1)! «v =1 
上 的 一 段 圆 弧 , 而 斜 边 则 变 为 另 一 段 圆 弧 


342 1.2 1 
(s) *(n-3) => 
这 里 值得 提请 大 家 注意 的 是 ,曲线 三 角形 的 三 个 角 中 , 也 是 一 个 为 直角 , 另 两 个 均 
为 45°. 这 个 例子 也 就 反 过 来 告诉 我 们 , 通过 5 22/0 2 2) 的 逆 变 换 z= c/(2 7 
就 能 将 图 1.5 所 示 的 曲线 三 角形 区 域 变 为 平面 上 的 等 腰 直 角 三 角形 区 域 , 因此 ， 
Laplace 方程 在 前 一 区 域内 的 边 值 问题 就 转化 为 在 后 一 区 域内 的 边 值 问题 ， 也 就 转 
化 为 能 用 分 离 变量 法 求解 的 问题 . 


图 1.5 由 等 腰 直 角 三 角形 区 域 变 换 得 的 曲线 三 角形 区 域 


我 们 还 可 以 寻找 新 的 变换 . 例如 ,对 于 同样 的 等 腰 直 角 三 角形 区 域 , 在 变换 
_ 2z—(1+i) 
|» z-(1-i)' 


7] — 
(r-1)? + (y—1)? 
之 下 , 又 将 转化 为 图 1.6 中 的 月 牙 形 区 域 , 其 中 斜 边 对 应 于 半圆 弧 


(¿-1)}+7?=1, <1, 
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而 两 个 直角 边 则 对 应 于 两 段 圆 弧 


ENER 


图 1.6 ”由 等 腰 直 角 三 角形 区 域 变换 得 的 另 一 种 区 域 


以 上 讨论 中 出 现 的 变换 都 属于 线性 分 式 变换 . 这 类 变换 的 优点 是 : (1) 具有 保 
角 性 ; (2) Laplace 方程 的 形式 不 变 . 因此 , 这 类 变换 多 用 于 二 维 Laplace 方程 乃至 
Poisson 方程 的 边 值 问题 中 . 

还 值得 提 到 , 应 用 保 角 变换 ç = ie, 即 


z = r cos ó, E = rme cos PT, 
us rsin ó y = resin T, 
也 可 以 将 例 1.1 中 的 扇形 区 域 变 为 半圆 形 区 域 . 在 这 个 变换 中 , z = 0 点 (对 应 于 
6= 0 点 ) 并 不 保 角 : z 平面 上 的 顶 角 o 变 为 5 平面 上 的 平角 . 但 恰恰 是 因为 在 这 
一 点 (而 且 是 唯一 的 一 点 ) 不 保 角 , 才能 将 扇形 变换 为 半圆 形 . 
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本 节 介 绍 某 些 偏 微分 方程 定 解 问题 的 一 种 特殊 解法 , 即将 原 定 解 问题 作 Fourier 
变换 , 通过 解析 性 的 分 析 , 再 结合 解析 延 拓 的 技巧 , 从 而 解 出 像 函数 ,最 后 求 得 原 
定 解 问题 的 解 . 
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作为 例子 , 考虑 荷 电 的 半 无 穷 平面 产生 的 静电 势 问题 了. 为 便于 求解 , 假设 半 
无 界 平面 上 的 电势 u(x,y) 已 知 , 但 不 为 常数 , 即 讨论 二 维 Laplace 方程 定 解 问题 


ulz, y) | O^u(z, y) 


S ta C 0, (1.21a) 
u(z,0)], 0 = e?*, a > 0, (1.21b) 
u(z, Hl mn T O (1.21c) 
容易 看 出 , u(z,y) 应 当 具 有 下 列 对 称 性 : 
u(r,y) = u(z, —y). (1.22) 
fE Fourier 变换 
u(z,y) = —— J ^ U(k, y)e "dk (1.232) 
|J Vn ` H 了 . 
= d. ü u(z,y)e tdr 
U(k,y) = Jm J. (x, y) dz, (1.23b) 
则 Laplace 方程 变 为 ， 
DU — K*U(k, y) = 0. (1.24) 
考虑 到 无 穷 远 条 件 (0210). 方程 (1.24) 的 解 为 
一 | 有 ly 
U(k,y) = AR) ` 220 (1.25) 
B(k) e*!Flv, y « 0. 


电势 ulr, y) Æ y = 0 的 连续 性 意味 着 (1.25) 式 中 的 A(k) = B(k). 我们 因此 得 到 
U(k,y) = U(k, —y). 其 实 它 只 不 过 是 对 称 性 (1.22) 在 像 函 数 上 的 反映 ， 
再 来 分 析 偏 导数 ČE. 为 此 将 (1.22a) RRS, 并 用 (1.25) RRA MA 


"" ika , 
SC vo: SEHR — |k] A(k)] e^" dk, (1.26) 
Ou(z, y) _ 1 ika 
By lyo = 1. [+ |k| A(k)] e" * dk. (1.27) 
因此 , 对 于 任意 r, 我 们 有 
Ou(z, y) _  9u(z,y) 
By La Wy |o= (1.28) 


© 引 自 文献 : H. W. Wyld. Mathematical Methods for Physics. Reading, Massachusetts: W. A. 
Benjamin, Inc. 1976: Chap. 14. 
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231 — JH El, 电势 u(x,y) 在 正 实 轴 上 的 连续 性 又 意味 着 


Qu(z, y) Ou(z, y) 


SCH an = Oy yo T > 0, (1.29) 
因此 必 有 
Ou)  _ äus ` ` 
LA | 0  z»0 (1.30) 
于 是 , 现在 就 可 以 将 ulz, y) 及 SD # y = 0 的 已 知 值 及 未 知 值 列 表 如 下 ， 
z <Ü z > Ü 
u(z, 0) ea ? 
Ou(z, y) 
Oy y=0 | i | ° 


这 是 一 种 混合 边 值 问题 ， 可 以 应 用 一 种 特殊 的 复 变 函 数 技巧 一 一 Wiener-Hopf 方法 
在 (1.23b) 式 中 代入 y = 0, 并 应 用 (1.25) 式 ， 即 得 


A(k) = = J "we, Ojerikzdz 


1 0 ik 1 oo ik 
= — ecre tdr 十 一 一 u(z,0)e "id 
v 27t f. >= J 


= vm us), + (1.31) 


这 里 已 经 算出 了 u|. <o 的 Fourier 变换 , 它 是 一 个 “二 ”型 函数 : 函数 在 上 半 平 面 解 
析 ， 唯 一 的 一 个 奇 点 k = -ia 处 于 下 半 平 面 . u(z,y) E x > 0 的 未 知 部 分 给 出 的 
Fourier 变换 F (k) 在 下 半 平 面 解析 . 类 似 地 ， (1.26) 式 的 反 演 给 出 


1 ° Ou ; 
—|k| A(k) = — — e dy 
|k| A(k) os J- yl,- 
1 0 Ou ikz 1 ü Qu —ik 
= -一 一 一 一 e “dz 二 一 一 = e “dz 
V27 Jo Oy y-04- v2n Jo Oy y=0+ 
= G4 (k) + 0. (1.32) 


需要 分 析 (1.32) 式 左 端 |k| 的 解析 性 . 不 妨 引进 参数 。 > 0, 而 在 最 后 让 e 趋 
于 0. 这 样 将 |k| 改写 为 


VK? + €? = (k + ie)(k — ie) = (rira)!/2ei(01+92)/2 (1.33) 
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其 中 有 +ie = rie, k— ig — roe, —z/2<0, «3n/2, -3r12<02<T/2. 割 线 如 图 
1.7 所 示 . 为 了 醒目 , 我们 将 上 式 写 成 


v k? +e? = (V k Fig) (V k — ie).., (1.34) 


其 中 因子 (VE Eie) 右 下 角 的 “+ 号 表明 此 因子 在 上 半 平 面 解析 ( 奇 点 位 于 下 半 平 
面 ), 同样 , 出 现在 因子 (VE ig) 右 下 角 的 “~” 号 表明 此 因子 在 下 半 平 面 解析 ( 奇 
点 位 于 上 半 平 面 ). | 


LT 多 值 函 数 Vk? 十 ei 


将 (1.34) ARA (1.32) A, 并 且 暂 时 保留 = 为 有 限 值 ， 即 得 
G., (k) 1 


A =- (Vk rie), (Vk — ie). (1.35) 
再 代入 (1.31) R, WA 
Gtk) yria F (k) + Oi- (1.36) 


(EI, ` Vn (k + io), ` 
我 们 能 将 (1.36) 式 右 端的 第 二 项 改写 为 - 型 函数 与 + 型 函数 之 和 : 
(Vk—ie). _ (° — ie — V-ia — 3 + (° 一 gd f (1.37) 

- + 


(k +ia)+ k+ io k + ice 


这 里 加 上 并 又 减 去 常数 项 V-ia 一 ie， 目 的 是 消去 第 一 项 中 在 k = -ia 处 的 奇异 
性 . 将 (1.37) 式 代 入 (1.36) 式 , 并 略 加 重 排 , 就 得 到 
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G4 (k) _ i (=) 
(kel, von X ktia Jj, 
- i Vk — ie — V —ia — ie 
(Vk —ie)-F- (k) + = Ce ) . 
这 个 关于 复 变 量 k 的 等 式 , 左 端 在 上 半 平 面 (准确 说 是 在 Imk > max (—e, o) 的 
上 半 平 面 ) 解析 ， 右 端 在 下 半 和 平面 (准确 说 是 在 Imk < min (e, o) 的 下 半 平 面 ) 解 
Pr, 且 在 公共 区 域内 相等 , 故 两 端 互 为 解析 延 拓 . 它们 共同 定义 了 在 全 平面 上 的 解 
析 函 数 ( 整 函数 ,因此 只 能 是 多 项 式 )， 记 为 E(k). 这 样 , H (1.38) 式 解 出 G (ki, 


(1.38) 


_ i - — /VEktie : 
G, (k) = VR io gd - ). (Vk + ie) E(k). (1.39) 


我 们 看 到 , 只 要 E(k) = 0, 则 在 上 半 平 面 上 一 oo 时 G L (k) — oo. 这 与 Im k 一 十 oo 
时 G, (k) 必须 趋 于 0 的 要 求 ? 了 矛盾 , 因此 必须 有 E(k) = 0. BI 


i - — í Vk + i£ 
G4(k) = EN SE Elio ) . (1.40) 
代 回 到 (1.35) 式 中 , 并 令 e 一 0, 就 求 得 Alk): 
a gin/4 
. D fr; oo ND k 0, 
A()-lim-i-.V-ia-ie Met VE(k-tio) (1.41) 
£20 2n (k+ia)yk—ie ie à ecin/4 - 
2n /-k(—k—io)' T 
这 里 已 经 用 了 
| vk, k > 0, 
k 一 i£ 一 一 
—i—k, k<0 
K 
Vie — ie 2$ e in/4 Ja 
边 值 问题 的 解 由 (1.23a) 和 (1.25) 式 给 出 . 不 妨 设 y > 0, 于 是 我 们 就 有 
u(r,—y) = u(x, y) 
_ ya ina [^ eicz ky e in/4 ° eikz+ku 
EI? Ë o Vk(k+io) un [e k—ia) d 


@ 可 参阅 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 ) 一 书 第 十 二 
3€ 812.5 中 有 关 单 侧 函 数 的 讨论 . 
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SE | d eikz | 
V Re lei™/ dk, z = z + iv. 
Vk(k + io) y 


oc eikz 
o Vk(k + io) dk 
可 以 列 出 F(z) 所 满足 的 微分 方程 . 将 (1.3) 式微 商 , 有 


dF(z) _ ° . . ekz 
dz = n i(k ria c la) Ek do) dk 


= aF(z) + ei?r/4 AJ, 
z 


为 了 计算 出 积分 
F (z) = 


初始 条 件 为 


° 1 ° dt "n 
0) — —— k = 2 — = —ed, 
) 人 Vk(k + io) J Lin vya 


解 之 即 得 
F(z) = vue mem [1 — erf (Vaz)], 


其 中 erf (0) 为 误差 函数 : 
wei Ze feta. 
再 代 回 到 (1.42) 式 中 , 就 求 出 了 | 
u(z, y) = Re(e?*[1 — erf (V/az)] }. 


(1.42) 


(143) - 


(1.44) 


(1.45) 


(1.46) 


(1.47) 


(1.48) 


解 式 (1.48) 显然 满足 原始 的 边界 条 件 (1.21b)， 因 为 宗 量 为 纯 虚 数 的 误差 函数 值 为 


纯 虚 数 , 这 从 它 的 定义 (1.47) 式 直接 就 可 以 看 出 . 
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82.1 异 质 杆 的 固有 频率 


先 讨 论 由 几 种 均匀 介质 连接 而 成 的 体系 的 波动 问题 . 

B] 2.1 设 杆 AC 由 两 部 分 均匀 介质 组 成 : AB —h, BC = lo. 若 A 端 固定 , C 
端 自由 , 求 杆 的 纵 振动 的 本 征 频 率 . 

E 这 是 一 个 求 固 有 振动 频率 的 问题 , 只 是 偏 微分 方程 和 边界 条 件 已 知 . X 
述 简 便 起 见 ， 以 下 将 AB 段 的 杆 称 为 介质 L BC 段 的 杆 称 为 介质 u. 取 杆 的 一 端 
坐标 为 z = 0. 设 杆 的 纵 振动 位 移 为 


( D ulz, t), Deet, (2 1) 
air, Uc . 
ua(z, t), l <z<l + l, 


则 u(z, t) 满足 的 方程 为 


^u, 2 8244 


óB "a 0, O<zr<h, (2.2a) 
o? 82 | 
Ag d x76 hercle, (2.20) 


其 中 


| EA | E> 
Qj = : 5 = , 
pı p2 


上 式 中 E; 和 Es 分 别 是 介质 I 和 介质 DI Yang 氏 模 量 , o 和 ps 是 它们 的 密度 . 
按照 题 设 , 边界 条 件 为 


ui|,.g = 0, (2.2c) 
buz =0. (2.2d) 
Or z= +I2 


而 在 两 种 介质 的 界面 处 ,应 该 加 上 连接 条 件 


= | (2.2e) 


z=l ° 


= E Ou» 


= E, 一 
z-l Or 


zl, 


(Gan 


z=l 
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前 者 表示 位 移 在 界面 处 (任意 一 个 时 刻 都 ) 连续 ， 后 者 表示 界面 两 侧 的 弹性 力 相等 
( 隐 含 了 假设 两 段 杆 的 截面 相等 ). 
由 于 两 段 杆 牢固 地 连接 在 一 起 , 它们 必须 以 共同 的 固有 频率 振动 (否则 杆 将 断 
成 两 截 ). 设 固 有 频率 为 w B 
u(x,t) = Xi (z)eš%t, (2.3a) 
uə(z,t) = Xa(x)el**, (2.3b) 


代入 方程 (2.2a)，(2.2b) 和 边界 条 件 (2.2c)，(2.2d)， 分 离 变量 ， 则 得 到 X, (z) 和 
Xo (z) 所 满足 的 常 微分 方程 及 边界 条 件 


2 
X! (z) + (2) Xi(z) = 0, (2.42) 

w 2 
X! (z) + (2) Xa(z) = 0, (2.4b) 
X1(0) = 0, (2.4c) 
Xə(h + 1) = 0. (2.4d) 

此 外 , 还 有 连接 条 件 

Xi(h)— Xl), | (2.4e) 
EX; (l1) = E2X5(l). (2.4f) 


现在 , 由 常 微分 方程 (2.42). (2.4b), 边界 条 件 (2.4c), (2.44) 及 连接 条 件 (2.4e)， 
(2.4£) 也 构成 了 一 个 本 征 值 问 题 , 其 中 本 征 值 为 w2,， 本 征 函 数 是 


X(z) _ X. (z), 0<z<hl, 
X (z), h <zr<h-+l,. 


下 面 就 来 求解 本 征 值 问 题 . 由 方程 (2.4a) 及 边界 条 件 (2.4c)， 有 
X, (z) = Asin " 
再 由 方程 (2.4b) 及 边界 条 件 (2.48), 又 有 
X. (z) = B cos = (h 4 la — z). 
代入 连接 条 件 (2.40) 和 (2.4f)， 即 得 


Asin Zu = B cos Zi (2.5a) 
Ql Q2 
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AE Z^ cos Zu = BE; 2 sin D. (2.5b) 
Q1 Q1 2 2 


原则 上 由 这 个 方程 组 就 可 以 定 出 固有 频率 w 及 系数 A, B, 并 进而 定 出 本 征 函 数 . 
现在 需要 考虑 下 列 几 种 情形 : 
(1) 若 cos Zb z 0, cos lo = 0, 此 时 一 定 也 有 sin lh z 0, sin lp +0. 把 
(2.5a) 和 (2.5b) 起 看 成 关于 À 和 B 的 线性 代数 方程 组 ， 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 
件 是 


. W Ww 
sin — li — cos — l5 
Q1 a2 = 0 
E,“ cos h —Es sin | 
a1 1 a2 a2 
即 
Ww Ww 
EŻ COS 2h COS 2h 一 FE, sin —ls sin —l = 0. 
KA Q1 02 a2 a2 i 
则 本 征 频率 cou, 应 满足 超越 方程 
E E 
L cot 1, = ? tan DL 
1 02 a2 


此 方程 上 无 穷 多 个 正 根 , 可 以 把 它们 从 小 到 大 排列 起 来 : 
0 < wi < wg < wg < < QA < - (2.6a) 


TS kA, 可 以 由 方程 组 (2.5) 求 出 4 和 B: 


_ 1 _ 1 
sin SZ COS E 
1 a2 
相应 的 本 征 函 数 就 是 
, Wn 
sin -一 人 
a 
' SG 0<z<h, 
sin — lı 
X, (z) = ! (2.6b) 
cos — (I1 — z) 
= ; h <z<lhl+ l. 
cos — la 
a2 


在 Koshlyakov, Smirnov, Gliner 所 编 的 Differential Equations of Mathematical 
Physics 一 书 中 ( 见 该 书 第 132 一 133 W, Prob. 6) 就 只 给 出 了 这 个 结果 . 
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(2) € sinl = 0, cos =h = =0, M wh/a 一 定 是 n 的 整数 倍 ( 即 第 一 段 杆 
的 杆 长 h 正好 是 半 波 长 的 整数 倍 )， wlz/az 一 定 是 x/2 的 奇数 倍 ( 即 第 二 段 杆 的 
FF L, 正好 是 1/4 波长 的 奇数 倍 )， 即 一 定 有 


h ü2 — h an 27 


ka hk Eip? 2s 十 1 


其 中 > 和 s 为 整数 , HB 2r 与 2s+1 互 质 . 此 时 本 征 频率 为 “ 基 频 ” 


LT. = (2s + Un. 
wo = A 1 = 2l; 2 
的 奇数 倍 , BI 
2 1 
Wn = (n + 1) a = (2n + 1) Í n: In. n —0,1,2,-... (2.7a) 
1 2 


因为 方程 (2.5a) 一 定 成 立 , 由 (2.5b) 可 得 


BE. AE BE 
AE sni) = PE sin(m+1)(2s+41)2, Sb (iy AE = (ipt BER 
Q1 2 2 Q1 a2 
取 
ai a2 
—(—10m— B= nds "4 
A ( 1) E, ( 1) Ez’ 
即 得 本 征 函 数 
Cm sin 人 n+ T 
五 1 lh 
X, = (2.7b) 
1 
(—1)**s 22 cos (2n+1)(2s+ Lat 4 7), h «zr«l +l, 
E» 215 
还 可 以 进一步 化 成 
2 
(-0 sin On rs 0<z<h, 
X, = i ` (2.7c) 
2 2s+1 
_ 82 An Qn31)2531) m), ly; «z <l +h. 
E» 2l» 


(3) Æ cos SE = 0, sin SE = 0, KE Ain 一 定 是 /2 的 奇数 倍 ( 即 第 一 


段 杆 的 杆 长 a 正好 是 1/4 波长 的 奇数 倍 )， wl2/02 一 定 是 zt 的 整数 倍 ( 即 第 二 段 杆 
的 杆 长 2 正好 是 半 波 长 的 整数 倍 ), 即 一 定 有 


l a2 _ lh Fam Ze LI 


bar l Ep2 BED 
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其 中 > 和 s 为 整数 , B. 2++ 1 5 2s 互 质 . 此 时 本 征 频 率 为 “ 基 频 ” 
(Dr in _ sm 
a, 1 


的 奇数 倍 ， 即 


wn = (2n + 1) (2r + Um 


2l, 


a = (2n + 1)7 a2, n—0,1,2,.-.. (2.82) 
2 
H (2.52) 式 可 得 


Asin(2n + 1)(2r + D = Bcos(2n A en, B (—1)%*"A = (-1)°B. 


取 
A-(-)"*, B=(-1) 
即 得 本 征 函 数 
(—1)"** sin enr Dr O<r<h, 
Xn = ! 2.8b 
(2n + 1)s 
(一 1)s COS Ta tl — z), h «rzchnG +l, 
2 
也 可 以 进一步 化 成 
(—1)"** sin (n + 2er + D az, 0c«z«l, 
X, = ! 2.8 
(2n 十 1)s . (2.86) 
cos n ^h — z), h «zzhnQ-cl. 


讨论 一 下 本 征 函数 的 正 交 性 . 从 上 面 求 得 的 本 征 函 数 的 具体 形式 , 或 是 直接 从 
微分 方程 、 边界 条 件 以 及 连接 条 件 出 发 ,可 以 证 明 , 本 征 函数 的 正 交 关系 应 该 是 


llo 
n Xm(x)X4(x)p(x)dx = 0, mmn, (2.9a) 
其 中 权 函 数 p(z) 是 
pu 0<Z< ly, 
p(z) = | (2.9b) 
P2, L<zr<h +h. 
换 句 话说 ,， 本题 中 的 常 微分 方程 (2.4a) 和 (2.4b) 应 该 理解 为 
E Lor 十 w2p(z)X(z) = 0, . (2.10a) 


其 中 
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N 0<z< l, 
E(z) = (2.10b) 
Ez, l < z < l + l>. 
也 可 以 算出 本 征 函 数 的 模 方 . 在 第 (1) 种 情形 下 ， 
Ka _ 1 pil pala 
n Xa(z) p(z) dz = > =Ë Ee T contort To) xl (2.11a) 
在 第 (2) 种 情形 下 ， 
lı +2 1 L 2 2 lj 2 
[ Rema (s) nh (zo) zi ， Qn) 
在 第 (3) 种 情形 下 ， 
ll 1 
n X2(2) p(z) dz = 5 (mih + pol). (2.11c) 


在 许多 教材 或 习题 集中 , 还 可 以 找到 类 似 的 例题 . 但 一 般 都 只 给 出 了 第 ( ) 种 
情形 下 的 解 . 当然 , 可 以 把 第 (2) 种 情形 看 成 第 (1) 种 情形 在 sin Zio, cos "i 0 


下 的 极限 , 也 可 以 把 第 (3) 种 情形 看 成 第 (1) 种 情形 在 cos “2 — 0, s un 一 0 下 
的 极限 . 


82.2 ”集中 载荷 问题 


上 一 节 讨 论 了 两 种 不 同 介质 组 成 的 体系 . 我 们 看 到 , 这 时 无 论 作 为 完整 的 定 解 
问题 , 或 是 求 固 有 频率 (本 征 值 ) 的 问题 , 其 数学 描述 中 都 必然 出 现在 界面 处 的 连 
接 条 件 . 还 存在 另 一 类 问题 : 在 均匀 介质 内 部 的 某 些 点 上 受到 集中 外 力 或 热源 的 作 
用 , 在 这 些 点 上 , 也 必须 加 上 连接 条 件 . 

例 2.2 设 有 一 长 为 1 的 均匀 弦 , 两 端 固 定 , MEIE z = c 点 处 受 一 横向 周 
期 力 f(t) = 4sinwt 的 作用 . 试 讨 论 此 弦 在 给 定 初 位 移 和 初速 度 下 的 横 振动 . 

Ne 设 弦 的 横 振 动 位 移 为 u(x,t), 它 应 该 满足 下 列 定 解 问题 : 


Pus A 


a: 79 l .1 
ET) ES? U ene H zz ce,t> 0, (2.12a) 
u|,. y = 0, ul = 0. t 2 0, (2.12b) 
ul. 一 ul. uo t 2 0, | (2.12c) 
ðu ðu 
T| — 一 一 一 = Asinwt, t> 0, 2.12d 
E m=c+ Or , sln w ( ) 
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d = ll, x = vx), DËSE (2.12e) 


这 个 定 解 问题 的 特殊 之 处 在 于 连接 条 件 是 非 齐 次 的 , 因此 , 在 应 用 分 离 变量 法 求解 
时 ， 必 须 先 将 连接 条 件 齐 次 化 . 而 且 , 在 将 连接 条 件 齐 次 化 的 同时 ,还 必须 使 边界 
条 件 仍 保持 齐 次 . 在 本 题 中 , 我 们 甚至 还 可 以 提出 更 高 的 要 求 , 还 要 求 方程 也 保持 
齐 次 . 为 此 设 

u(z,t) = u(z,t) + w(z,t), (2.13) 


其 中 的 齐 次 化 函数 v(z,t) 满足 


Er 0o<r<l Hre t>0, (2.14a) 
v| o = 0, v|; = 0, t >> 0, (2.14b) 
L 一 dE t 2 0, (2.14c) 
Ov Ov 
— — — = H > ñ . 
"(2 r=c+ Or , ) Asin wt, t20 (2 14d) 


这 不 是 一 个 适 定 的 定 解 问题 , 我 们 并 没有 、 事实 上 也 不 必 限 定 v(x, t) 满足 的 初始 条 
Tr. 这 样 带 来 的 好 处 是 , 给 我 们 留 有 充分 的 余地 去 选择 一 个 形式 比较 简单 的 out, t). 
考虑 到 连接 条 件 (2.14c) 和 (2.144) 中 非 齐 次 项 的 具体 形式 ， 自 然 可 以 取 齐 次 化 函 
数 为 


v(z,t) = g(z) sin wt. (2.15) 
相应 地 ，9(z) 则 应 当 是 常 微分 方程 定 解 问题 
SCHOER 0O<r<lHzr#c t20, (2.16a) 
9(0) = 0, g(l) = 0, t 2 0, (2.16b) 
g(c—) = g(c+), t> 0, (2.16c) 
d d 
r(% r-ct B ds a) =A, t>0 (2.164) 
的 解 . 由 方程 (2.16a) 及 边界 条 件 (2.16b)， 可 以 写 出 
. 
asin —z, 0 < z < c, 
g(z) = ` 
Gg c < z < l, 


代入 连接 条 件 (2.16c) 和 (2.164), 有 


asin “c = B sin 2a — c) 
a a 
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BE [8 cos CU — c) + œ cos =c] = A. 
G a a 


解 之 即 得 
w . Q 
Aa sin —(I — c) Aa Sin 7c 
(Tw sin 1 `  Tusin l 
a 
即 
Aa Sin 2a — c) 
一 一 一 sin —z, 0 < z < c, 
Tw sin) 
g(z) = ow? (2.17) 
sim C 
fa a sin “(I — z), c«zc«l. 
TU sin ^] à 


op "^ a EECHER EA (2.18a) 

vi. m 0, OU = 0, ⁄ t 2 0, (2.18b) 
ðw 

wo = 9(7), Dt l0 (z) — wg(z), 0£z&l. (2.18c) 


这 是 一 个 典型 的 两 端 固定 弦 的 自由 振动 问题 . 直接 应 用 分 离 变量 法 就 可 以 求 得 9 


S . mm na . onn 

w(z,t)— > (Cn sin T% + D, cos Tat) sin 7-2, (2.192) 

l 
Cn = -2 , Jitz) — og(z)] sin Mrde 
2Aa w . nn 2 f , pat 
= EE Ce yet = J V (a) sin T z dz, (2.19b) 

l 

Dn = d w(x) sin Ter dz. (2.19c) 


将 这 里 得 到 的 (z, t) 和 前 面 的 v, t) 相 加 ， 就 得 到 了 整个 定 解 问题 (2.12) 的 解 
u(z, t). 

以 上 未 曾 考虑 sing = 0 Bl w = wr = me 的 情形 . 在 此 情形 下 ，(2.15) 式 所 
D ais, 的 形式 不 正确 ,从 而 导致 (2.17) 式 中 的 g(z) 失去 意义 ,同时 , ZE (2.192) 
式 中 nn 二 k 的 项 也 失去 意义 . 这 时 原则 上 需要 重新 求解 v(z, t), 但 比较 简单 的 做 法 


@ 例如 , SA: REA. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2004: 815.1. 
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是 , 将 w(z.t) 改写 成 


oo 
k kn / T 
w(r,t) = Ck sin T sin qa + > Cn sin T sin Mat 


oo 
t >` D, sin T cos Tat, (2.19a/) 


n=1 
其 中 "表示 和 式 中 不 舍 n = k 项 ， 而 后 将 第 一 项 与 v(x,t) 合并 起 来 , KHE 
w 一 wk 下 的 极限 即 可 : 


k 
lim (vts, t) + Cx sin Tr sin Pat) 
WwW— Wk 


Aa2 31 . wk . Wk C Wk , Wk . 
= 一 二 一 Sin —c sin — x sinwyt + — cos —c sin — cr sin wkt 
gk Tri 2 wk a a a a a 
T . Wk Wk : (dk . Wk 
+ — sin — c cos — zT sin wkt + t sin —c sin — z coswrt 
a a a a a 
Aa Wk . Wk . 
cos — c sin — 7 Sin wkt, 0 < z < ce, 
_ wkT a a (2.20) 
Aa . uk Qk . 
sin -一 C cos — r Sin wkt, c<z<Ll. 
COK T a a . 


WR z = c 处 所 受 的 外 力 是 由 重 物 M 提供 的 , 且 该 重 物 与 弦 同 步 地 运动 ， 则 
定 解 问题 为 


Pu pdu 


op "ag TO Ocr«lHzrzoet-0, 
(2.212) 
uj... = 0. u| = 0, t 2 0, (2.21b) 
LLL E t 2 0, (2.210) 
ðu ðu 0?u 
ar ke = = t 2 0, . 
RK r=c+ Or , Mg + M Ət2 zc ? 0 (2 21d) 
ðu 
ulo = (2), t|, = (z), Ou < rz <l. (2.21e) 


这 里 把 张力 记 为 ， 是 为 了 避免 与 后 面 分 离 变 量 时 出 现 的 函数 T(t) 相 混淆 . 定 解 
问题 (2.21) 的 形式 和 定 解 问题 (2.12) 不 同 : 在 连接 条 件 (2.21d) 中 出 现 了 未 知 函 数 
的 导数 . 这 又 将 在 求解 方法 和 求解 步骤 上 导致 新 的 变化 . 

例 2.3 求解 定 解 问题 (2.21). 

解 仍然 要 先 将 连接 条 件 齐 次 化 , 由 于 连接 条 件 中 的 非 齐 次 项 (Mg) 为 常数 ， 
与 t 无 关 , 故 可 取 齐 次 化 函数 仅 为 x 的 函数 ,， 即 设 


u(z,t) = v(x) + w(z,t), (2.22) 
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其 中 v(z) 满足 下 列 条 件 : 


v(0) = 0, v(l) = (2.238) 
v(c—-) = u(c+), (2.23b) 
F [v (c) — v'(c-)] = Mg. (2.23c) 


最 简单 的 做 法 是 取 v(z) 为 一 阶 导 数 分 段 连续 的 一 次 函数 , BI 


Eë EE < c, 

v(z)— (2.24) 
Mgc 

Bed E 

F ; z), c <z <l, 


则 v(x) 本 身 也 是 偏 微分 方程 (2.21a) 的 解 ， 从 而 保证 wa t) 仍然 满足 齐 次 的 偏 微 
分 方程 . w(z, 所 满足 的 定 解 问题 是 


on ^w O Ocr«lHzc£Zcet»0, (2.252) 
vi. — 0, w|, = 0, t 2 0, (2.25b) 
wl... nl. — Z V, (2.25c) 
ðw ^w 
ke 一 有 = M7 t 2 0, 2.25d 
(Z z-—cd dr , 0t? z—c ( Š ) 
Q 
wl, o= 82) -vz), | -W ^ 0«z«L (2.25) 
t=0 


和 例 2.2 不 同 的 是 , 在 wa, t) 的 定 解 问题 中 , 仍然 含有 连接 条 件 . 齐 次 化 函数 的 引 
入 ， 只 不 过 是 将 非 齐 次 的 连接 条 件 转 化 为 齐 次 的 连接 条 件 . 
下 面 求解 定 解 问题 (2.25). 为 此 , 设 


w(z,t) = X(z)T(t), 


代入 方程 (2.25a)j、 齐 次 边界 条 件 (2.25b) 以 及 齐 次 的 连接 条 件 (2.25c) 和 (2.254), 
分 离 变 量 , 即 得 


T" (t) + Aa?T(t) = 0 (2.26) 

和 
X“(Z) 二 AX(zZ) = 0, (2.27a) 
X(0)=0, X(D=0, (2.27b) 


X(c—) = X(c+), (2.27c) 
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F [X' (c+) — X(c-)] = -AMa? X(c). (2.27d) 


在 得 到 连接 条 件 (2.274) 时 ， 要 用 到 方程 (2.26). 而 且 , 根据 (2.27c) 式 ，X(z) 在 
z = c 点 是 连续 的 , 所 以 在 (2.27d) 式 右 端 便 只 需 简 单 地 写 为 z(c)， 
由 方程 (2.27a) 和 边界 条 件 (2.27b)， 可 以 写 出 


Asin VAT, UE < c, 
X(z)= 
Bsin VA(l — z), c«z«l. 


代入 连接 条 件 (2.27c) 和 (2.27d)， 又 进一步 得 到 


Asin VAc = Bsin VA(l — c), (2.28a) 
Acos VAc + B cos V À(I — c) = M AA sin VAc. (2.28b) 
在 一 般 情 形 下 , 有 


sin VAc Z 0, sin V A(l — c) Z 0. 


从 后 面 对 (2.43) 式 的 分 析 可 以 看 出 ,这 相当 于 ! 和 e 不 可 公 度 ,， 即 Uc 不 为 有 理 
数 . TE, 由 (2.28a) XX, 不 妨 令 


Asin V A(l— c), B = sin V Xe, 


再 根据 (2.28b) 式 ， 就 能 够 得 到 


Mai = . 
sin VA = -F A sin VAc sin VA(I — c), 


即 


Ma? 
F VÀ = cot VAc + cot VA — c). (2.292) 


由 此 就 可 以 解 出 A. 可 以 证 明 , 这 样 的 入 有 无 穷 多 个 , 并 且 全 是 正 数 , 可 以 把 它们 
从 小 到 大 排列 起 来 : 

0<AÀ <À < <À, «X (2.29b) 
对 应 于 本 征 值 。, 本 征 函 数 就 是 


sin Vàn(l — c) sin Vàng, 0 < z < c, 
X, (z) = | 《9 (2.29c) 


sin VMnc sin VÀ, (I — x), c«z«l. 
由 方程 (2.26), 又 可 以 求 出 相应 的 T, (t): 


TA (t) = C, sin V ànat + D, cos y Anat, (2.30) 
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从 而 求 出 满足 方程 (2.25a)、 边 界 条 件 (2.25b) 以 及 连接 条 件 (2.25c) 和 (2.25d) 的 


w(z,t) = Y ` X,,(z)T, (0). (2.31) 
n=l 
再 代入 初始 条 件 (2.256), 得 
》， D, Xn (z) 一 p(x) = v(a), (2.322) 
n-l 
Y C, Vna X, (z) = v(z). (2.32b) 


根据 本 征 函数 的 正 交 性 , Bio de eine C, 和 D... 

下 面 介绍 定 谷 加 系数 的 两 种 做 法 . 

方法 一 在 常见 的 偏 微分 方程 定 解 问题 中 , 我 们 总 是 利用 本 征 函 数 的 正 交 性 
定 系数 . 但 现在 的 问题 是 ， 本 征 值 问题 (2.27) 并 不 属于 Sturm-Liouville 型 方程 的 
本 征 值 问题 , 构成 此 本 征 值 问 题 的 不 只 有 常 微分 方程 (2.27a) 及 边界 条 件 (2.27b)， 
还 有 连接 条 件 (2.27c) 和 (2.27d), 并 且 连 接 条 件 (2.27d) 中 也 出 现 了 本 征 值 A. 作为 
这 样 的 本 征 值 问题 的 解 , 本 征 函 数 是 否 还 具有 正 交 性 ,这 至 少 是 尚未 经 过 证 明 的 . 
事实 上 , 常见 的 说 法 就 是 ， 本 题 中 的 本 征 函 数 不 具 有 正 交 性 . W X,.(z) 和 X,,(z) 
是 分 别 对 应 于 本 征 值 A, 和 AL 的 本 征 函 数 ， 直接 积分 就 得 到 


l € 
n Xn(T)Xm(T) dr = sin y A4(l—c) sin V As (l—c) n sin y AnT sin y Au 7 dr 
0 0 
+ sin V Asc sin Ve | sin V As (L—x) sin V Ag (l— x) dz 
0 
2 
= -Me sin y A4(l—c) sin VAm( 一 cj)sin y Anc sin V Xac. 


(2.33) 


解决 这 一 困难 的 途径 之 一 是 将 连接 条 件 (2.210) 并 入 方程 (2.21a), 即 


Ou  40?u Ma? (s Ki 


ao | Ər F ac 


Jas c), O«z«l H zzc, t»0, (2.21a/) 


它 和 边界 条 件 (221b) 结合 起 来 , 就 构成 了 和 原 有 定 解 问题 完全 等 价 的 另 一 种 表述 
形式 . 重复 上 面 的 计算 ， 就 会 得 到 本 征 值 问题 


X" (x) +A L + Mso) X(z)=0, (2.27a’) 


X(0) =0,  X()-0. (2.27b’) 
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此 本 征 值 问题 与 (2.27) 式 所 述 完全 等 价 , 求 得 的 本 征 值 和 本 征 函 数 完全 相同 . 但 从 
现在 的 表述 形式 就 可 以 看 出 , 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 还 是 正 交 的 , 只 是 权 函 数 
p(z) X 1 + (Ma2/F)8(z—c) 而 非 1: 


l 
n Xn(z) Xa (x) | + MI Go) dz = 0, n m. (2.33^) 
0 
其 实 , 这 才 是 对 (2.33) 式 的 正确 解读 . 类 似 地 可 以 算出 本 征 函 数 的 模 方 
2. dÉ | Ma? _ 
Na = Í Xa(Z) |1 十 F é(x 9 dz 
c H 
= sin? An cl | sin? Ant dz + sin? Ar | sin? VM (lx) dz 
0 c 
ns sin? Ant sin? Al l—c) 
= $sin 2 VM!— o) + EE sin! aen E 
因此 , 由 (2.32) 式 即 可 定 出 


ts [n 
1 1 Mty (c) sin V/Asc sin /A«(L—c) NEC «Ge. (2.35a) 


sin? VMnc sin? Ae! cl, (2.34) 


Cn = 


"NP 
l 


1 | Ma? l 
= F F [ó(c) vel xs) + f le(s) — v(z)] xs] 


ZI ee. els Vesin Aa c) + Í s) )X,(z)d A 


2 
n 
(2.35b) 


方法 二 “” 定 登 加 系数 Cr 和 D, 的 另 一 种 方法 是 寻找 有 关 本 征 函 数 的 别 的 正 
交 关 系 . 为 此 将 本 征 值 问题 (2.27) 中 的 方程 (2.27a) 再 微 商 一 次 , 即 


DX) + AX" (a) = 0, (2.362) 
也 利用 方程 (2.272) 将 边界 条 件 (2.27b) 改写 成 
dX) -0 (Ei o, (2.36b) 


dr Lem dr Lei 
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类 似 地 将 连接 条 件 (2.27c) 和 (2.27d) 改写 成 


FIX’(c+) — X'(c-)] = me XO) (2.36c) 
dX'(z) _ dX'(z) 
a cw (2.36d) 
这 样 就 能 证 得 本 征 函数 的 导数 X" (2). 具有 正 交 性 ; 
Í X, (z) X7, (x) dz = 0, n Z m. (2.37) 
0 
因此 , 将 (2.32) 式 也 微 商 一 次 : 
> D, x! ( $' (z) — u (z), (2.32a/) 
3 C, Aaa X! (z) = qj (m), (2.32b/) 
n=l 
于 是 就 能 得 到 
Cn = N? L= V'(z)X'(x)dz, (2.382) 
1 f ; 
D, = i ] we) sie Leide 
=- E sin VMne sin VM (l—c) -f $' (x)X, (z (a , (2.38b) 
其 中 


N= f oy as = [oa f [2 e d 
= Àn É sin? /A,(L— o) + — sin? eer sin ? Mnc sin? Ae (I— o) 


(2.38c) 
= ANZ. (2.38d) 


WE WE 这 两 种 方法 定 出 的 系数 Cn 和 D, 当然 应 当 相 同 . 事实 上 , 将 (2.38) X 
中 的 积分 分 部 积分 ， 就 能 得 到 


Í V (z)X, (z)dz = n V (z) X? (z)dz + f V (x) X; (z)dz 
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-veyxs o v], f por 


= V(e-)X5(c-) - w(0)X; (0) + v(0)X7() — Vet) Xn (c+) 


l 
tan f y(z)Xn(z}dz. 


如 果 
V(c-) -v(c-) | w(0-0,  wvw()-0, (2.39) 
则 


i i 
n V (z) X, (z)dz = v(c) [Xz(c-) — Xn (c+) +x f V(z) X» (x)dz 


= An 


Ma? l 
~p (OX) «f vealed| . (2.40) 


这 样 就 证 明了 (2.38a) 式 与 (2.35a) 式 完全 一 致 . 
同样 ， 可 以 证 明 


i 
f del X? (z)àz = pe) Elle) — &(0) X, (0) + BL) X2() 


i 
— (er) XL (e+) A n ó(z)X, (z) dz. 


如 果 
fc-) =@(ct), | (0-0,  %@(D =0, (2.41) 
a 
n (z) X! (z)dz = An Me are + f Msn (2.42) 


因此 ，(2.38b) 式 也 与 (2.35b) 式 完全 一 致 

表面 上 看 来 ， 上 面 证 明 的 一 致 性 是 有 条 件 的 ， 即 要 求 (2.39) 和 (2.41) 两 式 成 
立 . 但 事实 上 , 从 方法 二 本 身 来 说 , 这 两 个 条 件 是 应 当 满足 的 , 因为 当 我 们 将 (2.32) 
式 逐 项 徽 商 而 导出 (2.327) 式 时 ， 就 要 求 (2.39) 和 (2.41) 两 式 成 立 . 而 如 果 (2.39) 
和 (2.41) 两 式 不 成 立 , 在 运用 第 二 种 方法 定 合 加 系数 时 将 会 出 现 一 定 的 数学 困难 . 

从 解 题 步骤 来 说 ， 第 一 种 方法 要 略 显 简单 些 . 从 理论 上 说 ,两 种 解法 有 一 个 共 
同 的 不 足 : 涉及 的 都 不 是 Sturm-Liouville 型 方程 的 本 征 值 问 题 ， 有 关 本 征 浮 数 的 
完备 性 需要 另行 讨论 . 
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kg 进一步 的 讨论 ”以 上 的 结果 只 适用 于 sin /Àc Z 0, sin VAU -— c) £ 0 的 情形 . 
在 特定 的 条 件 (特殊 的 比值 1:c) F, 可 以 有 


sin VÀc —0, sinVÀ(1— c) = 0. (2.43) 
这 说 明 , VAc fe VAU c) RÈ n 86 383848, Pp c 5 1—- c 之 比 为 有 理 数 . 设 


i—c r 
— = (2.44) 
r 和 s 为 互 质 的 正 整 数 ， 则 方程 (2.28a) 还 有 解 
OK 2 nra 2 
A9 = (=) = ( ) ;n=1,2,3,.…. (2.45a) 
c l—c 
再 代入 (2.28b), 又 可 以 定 出 
(—1)%5A = (—1)"” B. 
不 妨 取 A=1, B=(-1) 0-9, 于 是 对 应 本 征 值 (2.453) 6 A AE HER 
. nsu 
e sin — 0 < z < c, , ) 
X, (z) = 2.45b 
(C-1)^0—9 sin (U — z), c <= <l. 
代入 方程 (2.26)， 又 得 到 
T (t) = E, sin zat + Fn cos at (2.46a) 
C 
= E,sin at + Fn cos M a. (2.46b) 


把 由 方程 (2.29a) £ š 60 RILA È M RIERA (2.290) 也 分 别 改 写成 MJ) 及 
X6)(z)， 相 应 地 ，(2.30) K 5 T, (t) 也 改写 成 TO (t), ik mr ke d š ta [x£?() 
xi^) 才 构 成 正 交 完备 函数 组 ,因此 满足 方程 (2.25a)、 边 界 条 件 (2.25b) 以 及 连 
接 条 件 (2.25c) 和 (2.25d) 的 一 般 解 为 


w(z,t) = M^ XO (s) TPE) + ee yn» (2.47) 


n=1 


再 代入 初始 条 件 (2.25e)， 得 


> DnX (z) + $ Fa XP (z) = é(z) — (a), (2.482) 
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>, V Ma XP (z) je mus, XO (z) = v(z). (2.48b) 
AA AE AE SR 32 60 E Ep ( 正 交 权 函 数 仍 为 1+ (Ma? / F)8(x — cl 
Í XU (x) XO) (z) | + Ge 一 J dr=0, n£m, (2.49a) 
Í XO (a) XQ (z) h + Ha, - J dr=0, n#m, (2.49b) 
Í XQ) (z) XO (x e + Ca _ o| dz =0 (2.49c) 
ZE dm ñ KC, 和 Du 仍 为 (2.35) AUR E, 而 E, 和 F, 为 
En = =e I (z) XQ () h + Mo si - d dr 
= eres ene )dz, (2.50a) 
-i[ [é(z) — v(z)) XC (x) mn: ME o) dz 
-=f dE (z)] XP (z)às 
= 1 Am un * f x our . (2.50b) 


例 2.4 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 


u Pu l 
a" za 0, 0<z<l B r#5,t>0, 
(2.51a) 

ul. 970 ul. = 0, t20, (2.51b) 
ul, Ae, = u| z=1/2+' t20, (2.51c) 

ðu Ou )- 

CH Vaufnl , ron (2.51d) 

E r=1/2+ E z=1/2— OCL, =e 
ðu 
t=0 


解 这 是 例 23 的 特殊 情形 ， 重 物 悬 挂 于 弦 的 中 点 . W 


u(x,t) = v(z,t 


) + w(z), 


(2.52a) 


50 第 二 章 ” 分离 变量 法 例题 补遗 


其 中 
Mg l 
-== 0<zr<- 
M l| 1 T, 
w(z) = 3E (e - d - 5) = NM , 2 (2.52b) 
F — z) 5 < z <1, 
则 v(x, t) 满足 定 解 问题 
GEN O<x<l B. zzl/2,t»0, (2.53a) 
vlo=% v. = 0; t>0, (2.53b) 
OT 一 v|. ais EA (2.53c) 
ðv Ov O2v 
dÉ) un, el, A ) TM anl... ‘>? (2.53d) 
vlo = SEA m w(x), m = (z), dE (2.53e) 
t=0 
4 v(z,t) = X(x)T(t, 分 离 变量 , 得 
X" (z) + AX (2) = 0, (2.542) 
X(0-0,  X()-0, (2.54b) 
X(1/2—) = X (1/24), (2.54c) 
F[X'(1/24.) - X(1/2—)] = -AMa? X (1/2), (2.54d) 
T" (t) + Aa?T (t) = 0. (2.55) 


先 解 本 征 值 问题 (2.54). 满足 常 微分 方程 (2.54a) 和 边界 条 件 (2.54b) 的 解 为 


Asin Ar, 0«z«ly2, 
X(z) = 
B sin / A(l — z), l/2«z«l, 
代入 连接 条 件 (2.540), 得 
Asin YX = ps | X, 
故 有 解 
A=B 或 sin Y = 0 
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当 A= B 时 , 由 (2.54d) 式 可 得 
2F cos yx = VAMa? sin YA, 
所 以 本 征 值 Mt) 是 超越 方程 
Ma Siten 7" YA -1 (2.562) 
WEAR, Eas KERKERS 
Situa = N V Xa; 0«z «l/2, (2.569) 
sin V A — z), 1/2 < x <l. 
如 果 sin V Al/2 = 0， 则 本 征 值 为 
AQ = Eat n= 1.2,3,.….. (2.56c) 
由 (2.54d) 式 亦 可 求 出 相应 的 本 征 函数 
X 2)(z) = sin Se) (2.56d) 
将 和 代入 方程 (2.55), 求 出 T, (t), SELBE DT Se 
v(z,t) = Y (An sin Vat + B, cos Vat) ite? 
bes 
+ > (Ca sin at + D, cos at) sin SE (2.57) 
再 代入 初始 条 件 (2.53e) 及 (2.53f), 得 
> B4X(P (2) + > D, sin ar, = @(z) — w(x), (2.58a) 
> An now (z) + > Cn xa sin SE = (z). (2.58b) 


Tis 2S QE PR CH TE A E 


Tan )X(D(z Ma (I| a (L1 ZENS N, 
F 2 2 AF2 + M2a8 X 


je 


(2.59a) 
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l 2 
| xextte |i (2-5) = $6. (2590) 
l a? l 
n XQ) (a) X (z) IE p (=- 3 dz = 0, (2.59c) 
0 


Bn] PARE HUBER 


«agis [vosmet C De 


= Ns 人 | 6 xt 


B, = Ge Í [dz) — w(z)] XP (a) Ë + Dat, - la 
1 [we 


"NF lolz) — w(z)] XP (a) 


z—l/2 


asif p(z ) sin Its e E ste 5) |a: 
= cm y(x) sin 277 gd, 


-3f [é(z) — w(z)] sin dur h + Md, (s 一 3] dz 


2nn 
= ET [é(z) — w(x)] sin 77 a da, 


其 中 ， 
l 2FMa 
NZ = 2 IF Maa + MaA . (2.60) 
利用 本 征 函 数 的 对 称 性 
KI Al XGO， XPü-s--XP() 

A w(z) 的 对 称 性 

w(i V z) = w(x), 
立即 有 


i/2 


i / 
n ó(z) XG) ()dz = f [é(z) + ail — z)| XQ (z)dz, 
0 0 
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l 1/2 
n V (z) XP (z)dz = n hotel + Yll- 2)) XC (z)às, 
0 0 
l 1/2 
f w(x) XU) (z)dx = f [w(z) + w(l — z)| XU) (z)dz, 
lolz) — (l — 2) XP (z)da. 


/2 
[W(x) — v(L— z)] XO (z)dz, 


因此 


1⁄2 
+Í Wéis) + il — z)] sin V Az ch (2.61a) 


p Ll [Me | Mail, VAPI Mai, VAPI 
"UN)F 2) A4F| | 2 FX 2 
1/2 
+ f [é(z) + al — z)] sin Varl, (2.61b) 
0 
1 y . 2nm 
= mra J. [w(x) ~ at! — z)] sin -p 7ds, (2.61c) 
1/2 
Dn = d [é(z) — (l — z)] sin 277 da. (2.61d) 
0 


如 果 模 仿 例 2.3 中 的 方法 二 求 琶 加 系数 ,这 时 可 将 (2.58) RX z 求 导 , 得 


3. B.XQ (z) + 3 DAXP' (2) = #'(z) ~ w'(2), (2.58a^) 
n=l n=1 
3 ` An VAP XP (z) + Y C, VAP XP (z) = y'(2). (2.58b/) 
n=1 n=1 
利用 本 征 函 数 导 数 的 正 交 性 
l ; ; 1/2 
J XU) (z) XP (z) dz = 2X. | cos v, cos VAn ada 
0 0 
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EM l + 2F Ma? 5 


H 2 1/2 
8 2 2 
n XP Lei XO'(z) dz = D J cos Tr cos Mzda 
0 0 


juin 
一 l LOCH 
l 
n XW (T) XD (z) dz = 0, 
0 
BI af E H 3 JH AC 
1 1 f, , 
Án = D 元 上/ ai (x) XC? (z) dz, (2.622) 
l 
Bn = x] [e (x) — w' (2) XC (z) dz, (2.62b) 
_ 1 fuyu xO 
Cn = = J V'(z) X. (z) dz, (2.62c) 
l ! / / (2)7 
D. = gu] We) -we XO (a) da, (2.624) 
其 中 l 2F Ma? 
,2 | a 
N, = (s dee num) (2.62e) 


$2.3 ”圆柱 的 扭转 振动 


本 节 讨论 在 端点 加 载 有 集中 载荷 的 情形 . 

例 2.5 设 有 一 个 均匀 圆柱 , 长 为 1 上 端 z=0 固定 不 动 , 下 端 z=1 连接 有 一 
个 足够 大 的 圆 盘 , 试 讨论 在 圆 盘 扭转 所 产生 的 扭矩 作用 下 圆柱 所 发 生 的 扭转 振动 ， 

E 在 垂直 于 圆柱 面 的 任意 一 个 截面 上 ， 都 会 发 生 相 对 于 平衡 位 置 的 角 位 移 
0(z,t). 取 0(z,t) 为 描写 圆柱 扭转 振动 的 物理 量 , 则 定 解 问题 是 


09 ,020 
a 2⁄2 0. 0<z<l1,t > 0, (2.633) 
00 9?0 
a9 — 
0|.- — 0 Ad. amy, t>o (2.63b) 
|, = (x) 90 _ plz) 0<z<! (2.63c) 
t=0 D ðt An H H 


其 中 a? 和 c? 为 已 知 常数 , 由 圆 盘 的 密度 半径 和 剪 切 模 量 以 及 圆 盘 的 转动 惯量 决定 . 
关于 这 个 方程 和 边界 条 件 的 推导 , 可 见 N. S. Koshlyakov 等 的 Differential Equations 
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of Mathematical Physics. Amsterdam: North-Holland Publishing Co., 1964: Chap. 
X. 此 处 从 略 . 
下 面 仍 用 分 离 变量 法 求 这 个 定 解 问题 的 解 . 设 


0(z,t) = X(z)T(t), ' 
代入 方程 (2.63a), 可 得 
X" (z) + AX(z) = 0, (2.64a) 
T" (t) + Aa?T(t) = 0, (2.64b) 
再 代入 边界 条 件 (2.63b)， 有 
X(0)T(t) = 0, 
—_2X'(DT(t) = XOT” ©, 


即 


X(0) = 0， (2.64c) 
2 
X'(l) - À (°) XA = 0. (2.64d) 
在 得 到 (2.64d) 式 时 要 用 到 方程 (2.64b). 
方程 (2.64a) 和 边界 条 件 (2.64c)，(2.64d) 也 构成 一 个 本 征 值 问题 . 但 是 , 它 也 
不 同 于 以 前 我 们 见 到 过 的 本 征 值 问 题 , 不 属于 Sturm-Liouville 型 方程 的 本 征 值 问 
题 . 现在 , 待定 参数 和 不 只 出 现在 方程 中 , 而 且 也 出 现在 边界 条 件 里 . 
容易 证 明 , 当 入 = 0 时 , 不 存在 既 满 足 方程 (2.64a)、 又 满足 边界 条 件 (2.64c) 
和 (2.64d) 的 非 零 解 , BI 和 = 0 PERHE. 24 XZ 0 时 , 满足 方程 (2.64a) 和 边界 
条 件 (2.64c) 的 解 为 
X(x) = Asin VAr, 


这 里 的 常数 4 显然 可 取 为 1. 于 是 , 代入 边界 条 件 (2.640), 得 
VAcos VAL = À (5) sin VAL 
所 以 , 本 征 值 A 就 是 超越 方程 
cot VA = VA CI (2.65a) 
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的 根 . 这 样 的 和 值 有 无 穷 多 个 , 且 均 为 实数 . 把 它们 从 小 到 大 排列 起 来 , 就 有 
| 0€«AM«€A <... <À, €. 
对 应 于 每 一 个 本 征 值 A， 本 征 函 数 是 
X,(z)—sinyAaz,  n-212,3,-. (2.65b) 


求 出 了 本 征 值 A. AKERA X.(z) 后 ,由 方程 (2.64b)， 又 可 以 求 出 工人 
于 是 就 得 到 既 满足 偏 微 分 方程 (2.63a) 、 又 满足 边界 条 件 (2.63b) 的 特 解 


nalz, t) = (c. sin V Mat + Dn cos VAnat) sin Än, n-—1,2,3,.... (2.66) 
EENERWBEMERK, 得 到 一 般 解 


oo 
=1 


0(z,t) = >` (c. sin / nat + D, cos Vat) sin V/A. (2.67) 


n 


而 后 , 代入 初始 条 件 (2.630), 得 


>` D, sin Vàng = (z), (2.682) 
> ChnV Mnasin Vàng = w(z). (2.68b) 


由 此 便 可 以 定 出 登 加 系数 C, Sain. 

和 例 2.3 一 样 ， 仍 然 可 以 采用 两 种 方法 定 登 加 系数 . 

方法 一 ”利用 边界 条 件 和 方程 的 非 齐 次 项 在 一 定 条 件 下 的 等 价 性 ?, 把 存在 于 
z = | 端的 圆 盘 所 施加 的 作用 计 入 “ 非 齐 次 项 *， 因 而 将 定 解 问题 (2.63) 中 的 方程 
和 边界 条 件 改写 成 


89 ,020 a? 820 , 
og ° s= = - (°) ag - l), 0czrc«lt»0, (2.63a/) 

_ 86| _ ; 
d óz QUO t « 0, (2.63b/) 


这 里 的 5(z — 1) 应 理解 为 
5(z — l) = Em, S(x -l +e). 


Q 参阅 : RRA. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2004: 320. 
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换言之 , 这 相当 于 将 集中 载荷 理解 为 从 杆 的 内 部 晕 进 端点 . 相应 地 ,分离 变量 后 得 
到 的 本 征 值 问 题 便 是 


X"(z) -À | + (5) 5(z — n| X(z) = 0, (2.64a’) 
X(0-0,  X'()-0. (2.64b/) 


这 个 本 征 值 问题 和 原来 的 本 征 值 问题 完全 等 价 . 具体 求解 也 可 以 发 现 , 求 得 的 本 征 
值 和 本 征 函 数 完全 相同 . 从 微分 方程 和 边界 条 件 出 发 , 或 者 直接 计算 , 都 可 以 证 明 
本 征 函 数 的 确 还 具有 正 交 性 : 


f X, (x) Xi (z) h + (2) 8(z — n| dz = 0, (2.69a) 


只 是 正 交 权 函数 为 
pz) =1+ (2) &(z — D. (2.69b) 
这 样 ， 由 方程 组 (2.68) 就 能 得 到 


C = xs | vo) sn disc: (Š ) ne -D| az 
- Ns A I (D) sin VAnl + [ EE (2.70) 
D, = al dzjsin Vant E (S) e-n] dz 
= Ns EN Dsin Xt (at HSH) (2.70b) 


其 中 


Si X?(x) + (Š + ) 5t 一 J dz 


(a/c)? 
2 E 21-4 A«(a/c)4 (2.706) 


方法 二 KDE (264a) 再 微 商 一 次 , 得 
d? X'(x) 
dz? 
同时 根据 方程 (2.64a), 将 边界 条 件 (2.64c) 改写 为 


dX'(x) 
dr 


+ AX'(x)-0 


X"(0)—0, BẸ = 0; 


Z 一 ! 
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同样 , 边界 条 件 (2.64d) 也 可 以 改写 成 


aX2dX'(x) , 
(C) dz ud œ] z= 0. 
因此 ， 原 来 关于 X (z) 的 本 征 值 问题 就 转化 为 关于 X'(z) DÉI Sturm-Liouville 型 方 
程 的 本 征 值 问题 . 这 时 边界 条 件 是 关于 X'(z) 的 第 二 类 和 第 三 类 边界 条 件 , KER 
数 一 定 具有 正 交 性 : 


l 
n X; (£) Xh (z)dz = 0, Mn Z Aa. (2.71) 
0 


这 样 , 本 题 也 可 以 利用 本 征 函 数 的 导数 的 正 交 性 定 倒 加 系数 . 为 此 , 将 方程 (2.68a) 
和 (2.68b) 对 z 微 商 ,得 


Y D, X; (x) = $' (x), (2.68a/) 
5 C, V/ Asa X! (z) = Y' (a). (2.68b/) 
所 以 
Cn = xe => í V'(z)X, (x) dz (2.722) 
D, = 5 af d (x) X! (z) dz, (2.72) 
其 中 
Ne 人 DO dem as Í cos V An z dr 
_ Ll 1 (aje? 


最 后 一 步 利 用 了 (2.65a) X. 
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本 节 继 续 讨论 弹性 体 的 端点 有 集中 载荷 的 振动 问题 , 包括 一 端 固定 、 另 一 端 带 
有 集中 质量 的 弦 的 模 振动 问题 , 以 及 上 端 固定 、 下 端 系 有 载荷 的 均匀 弹性 垂直 杆 的 
纵 振 动 问题 , 也 还 可 以 包括 一 端 固定 、 另 一 端 安 上 滑轮 的 弹性 均匀 转轴 的 扭转 振动 
问题 . 本 节 内 容 原 发 表 于 《大 学 物理 》, 题 为 ““ 一 种 不 规范 的 斯 特 姆 一 - 刘 维 本 征 
EHR RR”. 
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在 讨论 有 关 例 题 之 前 ， 需 要 强调 一 下 这 类 问题 中 边界 条 件 * 正 确 提 法 的 重要 
性 ， 因 为 求解 定 解 问题 ， 就 必须 正确 地 写 出 定 解 问题 包括 正确 地 写 出 边界 条 件 . 
当 杆 的 一 端 加 载 有 集中 质量 时 , 边界 条 件 与 集中 质量 的 加 载 方式 有 关 . 例如 , 当 弹 
性 杆 水 平 放置 , 而 其 右 端 (z = D 和 集中 质量 M 刚性 连接 , 在 杆 做 纵 振 动 时 , 边界 


条 件 则 为 N " 
d M Ou 
E + Bsr) =0, (2.73a) 
其 中 E 为 杆 质 的 Yang 氏 模 量 , S 为 杆 的 横 截 面积 . 在 弦 的 横 振 动 问题 中 , 当 弦 的 
一 端 附 有 和 集中 质量 时 , 或 是 水 平 轴 的 扭转 振动 问题 中 ， 当 轴 的 一 端 固定 有 重 物 时 ， 
也 会 出 现 这 种 类 型 的 边界 条 件 . 但 如 果 集 中 质量 是 通过 定 滑 轮 悬 挂 于 杆 的 右 端 时 ， 
或 是 弹性 杆 垂直 悬挂 , 而 下 端 和 集中 质量 刚性 连接 , 在 讨论 杆 的 纵 振动 时 ， 则 应 出 
现 非 齐 次 的 边界 条 件 , 即 


E A ell _ Mg 
z—l 


0: t ES OE) T ES’ (79) 


其 中 9 为 重力 加 速度 . 还 可 以 出 现 更 复杂 的 边界 条 件 . 例如 , 水 平 杆 的 右 端 附 有 集 
中 质量 ,而 左 端 固定 在 一 个 转动 的 垂直 轴 ( 轴 的 粗细 可 以 忽略 ) 上 , 转动 的 圆 频 率 为 
ww 人， 则 当 杆 做 纵 振 动 时 ,其 右 端 ( 载 物 端 ) 的 边界 条 件 应 该 是 


E SEH 8 Mw? 
r-l 


如 果 转 动 轴 是 水 平 向 的 ， 边界 条 件 又 将 更 加 复杂 . 总 之 , 在 讨论 此 类 振动 问题 时 ， 
对 于 涉及 的 物理 问题 (包括 集中 质量 的 加 载 方式 ) 需 要 仔细 描述 . 杆 的 不 同 放 置 , 集 
中 质量 的 不 同 加 载 方式 ， 将 会 导致 不 同形 式 ( 齐 次 或 非 齐 次 ) 的 边界 条 件 . 后 面 可 
以 看 到 , 这 将 影响 到 解 题 方法 , 需 作 相 应 的 改变 . 
例 2.6 求解 上 端 固定 、 下 端 系 有 集中 质量 的 弹性 垂直 杆 的 纵 振动 问题 
Ou 8u 


— =0, (2.74a) 


0 Ek 
"HE E EH EL (2.745) 


@ 有 关 边 界 条 件 的 讨论 ， 可 参阅 以 下 书籍 : 
e 吉 洪 诺 夫 , 萨 马 尔 斯 基 . 数学 物理 方程 . 黄 克 欧 等 译 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1956: 157. 
e Koshlyakov N S, Smirnov M M, Gliner E B. Differential Equations of Mathematical Physics. 
Amsterdam: North-Holland Publishing Co., 1964: 147 — 155. 
e Budak B M, Samarskii A A, Tikhonov A N. A Collection of Problems on Mathematical 
Physics. Oxford: Pergamon, 1964: 13. Problems 32, 34, 35. 
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ðu 

t 

其 中 a2= Ein C2= M/(ES), p 是 杆 的 密度 . 列 出 定 解 问题 时 ,未 考虑 杆 的 自重 . 
解法 一 ”可 以 将 定 解 问题 (2.74) 改写 为 


= y(x), (2.74c) 


t=0 


ulio = é(z), 


Pu u 
[1 + Lë(z — 1)] ap 7 gg = 0, (2.75a) 
ðu 2 
ul p= = 0, Gelee? (2.75b) 
ðu 
ul =), Fiha ZLO (2.75c) 


其 中 L= Ca? = M/(pS) 可 称 为 集中 质量 的 等 效 长 度 : 长 为 工 的 弹性 杆 ( 横 截面 
积 为 S, 密度 为 p) 的 质量 即 为 M. 方程 (2.75a) 中 的 8 函数 仍 理解 为 5(x — (1— 6). 
由 于 定 解 问题 中 > = ! 端的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 故 在 求解 时 需 先 将 边界 条 件 齐 次 
化 . 为 此 设 

u(z,t) = C2gz + u(z, t), (2.76) 
D w(z, 满足 的 定 解 问题 变 为 


w w 


[1 + Lé(z -D] zy - 223 = 0, (2.77a) 
wl, o - 0. = NLI! (2.776) 
w|, o = (z) — C2gz, u NM vx). | (2.77c) 
S wd = X(z)T(t), 分 离 变 量 , 即 得 
X" c A[1 + Lëtz — DIN = 0, (2.78a) 
X(0-0, X'D =0 (2.78b) 
和 
T” + Aa?T = 0. (2.79) 
为 了 求解 本 征 值 问 题 (278), 按照 前 面 的 约定 , 我 们 应 先 将 方程 (2.782) 写成 
X" + A [1 Lő(z — zo)] X = 0, (2.78a/) 


求 出 既 满足 方程 (2.78a’)、 又 满足 边界 条 件 (2.780) 的 非 零 解 后 , 再 令 zo 一 1. 因为 
zr Z zo 时 方程 (2.78a/) 是 齐 次 的 , 考虑 到 边界 条 件 (2.78b) KER, WE 


Asin VAT, 0 < z < zo, 
X(z) = 
B cos VA( — z), zo < z <l. 
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因为 X(z) 在 z — zo 点 连续 , 所 以 有 
X(zo) = Asin VAzo = B cos V A(I — zo). 
同时 , 将 方程 (2.78a') 积分 , 又 可 得 到 


Z0 十 
X'(x) = —ALX (xo). 


将 上 述 二 式 联 立 , 即 可 求 得 
V/A cot VXzo = À + VAtanVA( — zo). 
取 极 限 zo 一 1， 就 求 出 本 征 值 和 是 超越 方程 
VA cot VA = 
的 第 n DER, ”= 1,2,3,…. 再 取 4 = 1, 就 得 到 本 征 函数 
X, (z) = sin Ant, 


由 此 进一步 写 出 一 般 解 
w(z,t) = Y (An cos V Aa at + B, sin V Aaat) sin / nZ. 
n=l 


代入 初始 条 件 (2.770), 有 
> Ansin VAR z = = Cor, 


Y: B, Xa sin Az = wa) 
best 
根据 本 征 函 数 的 正 交 性 ( 权 函 数 r(z) = 1 + L8(z — D) 
Í sin /Asz sin /Amz [1 + L8(z — l)] dz 
= Lsin VMl sin VAml + Í sin VAnz sin VAmz dz 


(42 214 DA, Jm 


SIE 


1 


An = Na 


[ [eg(z) — Carl sin v/Auz [1 + L8(z 一 II dz 


(2.80a) 


(2.80b) 


(2.81) 


(2.82a) 


(2.82b) 


(2.83) 
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= Ns Ë Lat) — C°gl] sin VA 十 Í Late) — C?gz] sin VASE: ds. 
l 
Bn = N f ylz) sin Vàng [1 + Lëtz — D] dz 
1 . ! , 
= Na [ma sin V/A4l + n vVí(x)sin VA às]. 
其 中 


l 
N2 = n [é(z) — C?gz] sin VAnzx [1 + L8(z — D] dz 
0 
1 1 L 
21+ LA, 


十 


2 


解法 二 ”同样 作 变 换 (2.76), 将 定 解 问题 (2.74) 化 为 


Zu Pw 
Ət2 ET 
_ Ow w 
w| 4 = 0, (zc ce). = 0, 


由 此 可 以 导出 
v(z,t) = ou 
所 满足 的 定 解 问题 
Zu fin. 
a "i 
SEH (+12) =0 
vlo = W(x) — C2g, z ,= (2). 


利用 方程 (2.85a), 将 边界 条 件 (2.85c) 改写 为 


ðw 8w 
E + (GI =0. 


S w(z,t) = X(z)T(t). 分 离 变 量 , 即 得 


(2.84a) 


(2.84b) 


(2.84c) 


(2.85a) 
(2.85b) 


(2.85c) 


(2.86a) 
(2.86b) 


(2.86c) 


(2.84c/) 
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X" + AX = 0, (2.87a) 
X(0-20,  X'()-«LX"(l) = 0 (2.87b) 

和 
T" + Xa27 = 0. (2.88) 


由 此 求 得 的 本 征 值 和 本 征 函数 以 及 一 般 解 与 解法 一 完全 相同 . 以 下 同样 需要 由 方 
程 组 (2.82) 定 又 加 系数 . 为 此 , 将 本 征 值 问题 (2.87) 改写 为 


Dx (2 Ax'(z) = 0, (2.89) 
x) Bal | "Lei + Lex) QUO (2.90) 
由 此 就 可 以 看 出 , 本 征 函 数 的 导数 {X'4(z)} 具有 正 交 性 : 
f | cos Aaf cos VAmnzdz = 0, — nm. (2.83/1) 
因此 可 以 将 (2.82a), (2.82b) 式 两 端 微 商 , 得 
> As X! (z) = #'(z=) — C?g, (2.82a/) 
> B, V Àna X! (z) = W! (z). (2.82b/) 
由 此 即 得 
ne x2 n ! [6 (z) — C2g] X! (z) dz, (2.912) 
B, = x3 J f Arel (z) da. (2.91b) 


还 可 以 换 一 个 角度 来 理解 这 种 解法 ， 这 就 是 由 定 解 问题 (2.77) 导出 2 pr 
足 的 定 解 问题 ， 求 出 后 , 再 积分 ， 从 而 得 到 w(z,t) 的 解 式 . 
Bl 2.7 求解 左 端 自由 、 右 端 经 滑轮 悬挂 有 集中 质量 的 弹性 杆 的 纵 振动 问题 


Pu Ay 


ET — a ES? = 0, (2.92a) 
ðu _ ðu 28u _ 2 
ES 2—0 = 0, E + C m). = C g, (2.92b) 
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= (z). (2.92c) 


ulo = 0) x 
解 ” 同 样 , 利用 方程 (2.92a), 即 可 将 z = ! 端的 边界 条 件 改写 成 

(z + 2230 = Ch. (2.924) 
由 于 此 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 故 需 令 

u(x,t) = R(z) + w(z, t). (2.93a) 
适当 选择 函数 R(z), 使 之 满足 非 齐 次 边界 条 件 

R'(0) = 0, R'(l) + LR"(1) = C?g, 

从 而 可 使 wla, t) 满足 齐 次 边界 条 件 . 但 现在 无 论 如 何 选择 R(z), 由 此 导出 wis, t) 
的 方程 


总 是 非 齐 次 的 . 因此 不 妨 取 


cos —z, (2.93b) 


于 是 w(z,t) 满足 的 定 解 问题 便 是 


w w ngL us 


op "ow a 3^ (2.942) 
- 2.70 (2.945) 
E + LA). = 0, (2.94c) 
w|, 4 = @(z) + 2C gl cos Z^ (2.94d) 
Se NEUE (2.94e) 


需 将 w(z,t) 按 相应 齐 次 问题 的 本 征 函数 展开 . 不 难 求 出 , 此 时 的 本 征 函数 为 
Xn(2) = cos Anz, n=0,1,2,..., (2.95a) 


其 中 s 是 方程 
tan VA = -VAL (2.95b) 
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的 第 n DEFA. 特别 是 n=0 RT, 


An = 0, Xo(z) = 1. (2.95c) 
因此 8 
w(x, t) = To(t) + >` Tn (t) cos va. (2.96) 
n=l 
同时 将 已 知 函 数 (z), Ve) 及 cos z 也 按 此 组 本 征 函数 展开 
p(z) = do + Y bn cos V/ Aaa, (2.97a) 
n-l 
p(z) = Yo + Y Wn cos V Ang, (2.97b) 
KEN 
cos = = An + y An cos Weg? (2.97c) 
n=l 


采用 例 2.6 的 解法 一 ， 即 直接 利用 本 征 函 数 的 正 交 性 ( 正 交 权 函 数 仍 是 r(z)=1+ 
Lëtz — 1)) 


l 
n cos V Aga [1 + Lëtz — D] dz = —— 5mo, (2.982) 
0 I+ L 
l 
n cos y A«z cos V Amz [1 + L8(z — D)] dz 
0 
= L cos y A4 cos y Asl + f COS V AnZ COS V Amz dz 


l 
0 
ll+LAn)+L 


一 TM) on (2.98b) 
定 系数 , 可 得 
l 
f= ES: ra + n %(z) aj. (2.992) 
_ 20 Làn) r 
n= ILEX) LL am + n p(z) cos Vizdz|， (2.99b) 
l 
Vo = = am + n dia) az, (2.99c) 
(1+) . l 
Pn = FE) +L [wo + n p(z) cos V Anz a, (2.99d) 
1 2i 
Ao (2.99e) 


ges? 
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2(1  L?A4) 271 
Án = IM EC ege V Al. (2.99f) 


将 (2.96) K (2.97a) 一 (2.97c) 诸 式 代 入 定 解 问题 (2.94), 就 得 到 Tot) 和 T,,(t) W 
足 的 常 微分 方程 初 值 问题 


Ty ( = T^ Ao, (2.1002) 
To(0) = do + SEH TY(0) = din (2.100b) 
和 
形 的 + Aud? Ts (t) = “SU As, (2.1013) 
T«(0) = pn + 2 到 (0) = v. (2.101b) 
解 之 即 得 
To(t) = HA + Vot + c t "Ca Ao). (2.1022) 
T4(t) = = AQ — cos V/Asat) + = sin VAnat 
+ (o. + Sech cos V Anat. (2.102b) 


E EE 满足 的 定 解 问题 


u — 40?v uS 

og "BB 一 9 二 (元 ) sin zz, (2.103a) 
HEN (2.103b) 
(° + 23 = 0, (2.103c) 

Oz /I 
= 2 un T 

vizo = (c) — C^gsin zz, (2.103d) 
ðv ; 

oro ^ 9 0 (2.103e) 


这 时 的 本 征 函数 便 应 当 是 (2.95b) 式 的 导数 , 将 v(x,t) 按 此 组 本 征 函 数 展 开 , 亦 即 
v(z,t) = 2 mo + > T, (t) cos Vana] 


一 一 Y T (t) An sin / aZ, (2.104) 
n=l 
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无 论 如 何 , 这 样 只 能 求 得 T, (0), = 1,2,3,…… 而 将 v(x, t) 积分 ， 只 能 得 到 
w(z,t) -f v(x, t)dz + w(0, t) 


= Y T, (t) (cos VAnz — 1) + w(0, t), (2.105) 
n-—l 
HPR RDR w(0, t) 未 知 ， 原 则 上 必须 将 此 式 代 回 到 方程 (2.94a) 中 才能 定 
出 ,也 还 必须 用 到 解 式 (2.96), 判断 出 


oo 


w(0,t) = To (t) + > ` T, (t), 
再 找 出 并 求解 To (t) 满足 的 常 微分 方程 初 值 问题 . 因此 就 本 例题 而 言 , 解法 二 不 是 一 
个 切实 有 效 的 方法 . 纯粹 运用 解法 二 , 无 法 完全 求 出 a (z, t). 造成 这 一 困难 的 根本 
原因 是 由 本 征 函数 (X (c), n = 0,1,2,...) 张 成 的 空间 与 由 (X'(z),n = 1,2,3,.….} 
张 成 的 空间 大 小 有 异 . 
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2.5.1 定 解 问题 

考虑 弹性 均匀 细 杆 , KA L 密度 为 p 左 端 固定 , 右 端 不 受 约束 , 在 初始 激励 
下 做 纵 振动 . 振动 时 受到 空气 作用 . 如 果 空 气 对 杆 的 侧面 施加 的 黏 滞 或 摩擦 阻力 可 
以 忽略 ， 而 阻力 主要 出 现 于 杆 的 端面 , 则 可 将 此 阻尼 振动 问题 化 简 为 


op "png T O (2.1062) 
Ou ,Ou 
LH E + m) = 0, (2.106b) 
ðu 
d = PL) ru p(z), (2.106c) 


EF a= VE/p, ED Yang RRE, 空气 阻力 的 影响 体现 在 z = ! 端的 边界 条 件 
L, b 为 常数 . 这 个 定 解 问题 , 是 由 中 山大 学 林 琼 桂 教授 提出 的 ?. 在 建立 这 个 模型 
的 过 程 中 , 还 有 一 些 更 细致 的 物理 考虑 , 有 兴趣 的 读者 可 阅读 原始 的 文献 . 林 琼 桂 
教授 采用 Laplace 变换 的 方法 , 给 出 了 定 解 问题 的 解 . 

定 解 问题 (2.106) P, 弹性 杆 受 到 空气 阻力 作用 , 而 且 只 作用 在 杆 的 一 端 ， 因 
此 , 边界 条 件 同 时 含有 未 知 函 数 对 于 x 和 对 于 t 的 偏 导数 . 这 一 特点 , 导致 无 论 从 


D 见 文献 : 林 琼 桂 . 端面 受到 空气 阻力 的 弹性 杆 的 振动 . 大 学 物理 , 2010, 29 (9): 4-7. 
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解 题 方法 , 乃至 本 征 函数 的 正 交 完备 性 等 理论 方面 , 都 提出 了 一 系列 富有 挑战 性 的 
问题 . 下 面 将 采用 传统 的 分 离 变 量 法 求解 这 一 定 解 问题 . 通过 将 齐 次 方程 和 齐 次 边 
界 条 件 分 离 变 量 , 得 到 了 一 种 全 新 类 型 的 本 征 值 问题 : 本 征 值 不 同时 出 现在 微分 方 
程 与 边界 条 件 中 , 而 且 边 界 条 件 还 具有 复 系 数 . 作为 这 种 新 类 型 的 复 本 征 值 问 题 的 
解 , 将 出 现 复 本 征 值 和 复 本 征 函数 . 在 此 基础 上 , 又 加 出 定 解 问题 的 一 般 解 ， 并 应 
用 正 交 性 定 出 合 加 系数 , 从 而 最 后 给 出 定 解 问题 的 解 . 整个 求解 过 程 的 难点 在 于 本 
征 函 数 不 具 有 正 交 性 , 因而 这 一 解法 的 成 功 之 处 , 就 在 于 针对 复 本 征 值 的 具体 特点 
( 虚 部 为 常数 ), 重新 构造 出 一 组 正 交 完备 函数 组 . 


2.5.2 分 离 变量 法 
按照 分 离 变 量 的 标准 做 法 , 令 ulz, t) = X(x)T (tO. 则 方程 及 边界 条 件 化 为 


Stot A? X (z) = 0, (2.1072) 
T" (t) + Ma?T(t) = 0, (2.107b) 
X(0) — 0, (2.107c) 
X'(l) — bX (1) = 0, | (2.107d) 
T'(t) + aT (t) = 0, (2.107e) 
其 中 和 与/ 均 为 待定 参数 . 由 (2.107e) 式 可 以 推出 
T"(t) = u?T(t), 
对 照 方程 (2.107b), 说 明 必须 有 
-u?- Xa, | B] ”j= +iAa, 约定 Re 和 >0， (2.108) 
或 者 说 , 边界 条 件 (2.107d) 与 方程 (2.107e) 应 当 更 新 为 
X'(1) F iaabX (I) = 0, (2.107d’) 
T' (t) + iAaT(t) = 0. (2.107e’) 


由 常 微分 方程 (2.107a) 与 边界 条 件 (2.107c) 及 (2.107d') 构成 本 征 值 问题 . 特 
别 是 , 如 果 区 分 边界 条 件 (2.107d') 中 的 + 5, 则 可 将 本 征 值 问题 分 别 写成 


X”(z) + A2 X (z) = 0, (2.1092) 
X(0) = 0, (2.109b) 
X'(l) — iaabX (I) = 0 (2.109c) 
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X" (z M (z) = 0, (2.110a) 
X(0) = (2.110b) 
X'(l) + -— )- (2.110c) 


这 里 需要 强调 的 是 ， 由 于 待定 参数 和 也 出 现在 边界 条 件 中 ,所 以 本 征 值 是 和 本 身 
而 非 A2. 
容易 写 出 本 征 值 问题 (2.109) 与 (2.110) 的 解 ， 它们 分 别 是 


2n + 1 i 1+ ab 
1 (-)— Ll 
本 征 值 AL y chen: PEN (2.111a) 
本 征 函数 X) (z) = sin Al (2.111b) 
Ki 
2n + 1 i : + ab 
1 (+) 一 一 2.1 
本 征 值 A 2l T+ 2i In Ia’ n € N, (2.112a) 
KERA X(x) = sin Az. (2.112b) 
显然 有 


AD Ali, XPE) = XH (a). 
为 了 书写 简便 起 见 ， 不 妨 引进 记号 AP =u Fio, Bl 


22 十 1 1 1 十 ab 
2| 201 I ah 


Un = (2.113) 


BÀ 0 < ab <1, 所 以 o>0. 
定 出 本 征 值 AT 后 , 就 能 写 出 常 微分 方程 (2.107e') 的 解 


T(? (t) = efiànat 


于 是 得 到 既 满足 偏 微分 方程 (2.106a) 、 又 满足 边界 条 件 (2.1060) 的 特 解 


uC? = XC? (a) TC? (t) = eS etsin As, neN. (2.114) 
登 加 ,得 一 般 解 
oo 
u(z,t) = $^ [APX (z) TC? (t) + AC? XC? (x) TC? (6) 
= D [AC eiA at sin Az + ACD gat sin Ale . (2.115) 


代入 初始 条 件 (2.106c)， 即 得 
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[AC? XC? (x) + AC? XC? (z)] = @(z), 0<zZ<!， (2.162) 


Me 


3 
l 
° 


[AC XC XO (a) - APAP Xf? (s) = wx), 0<z<l — (2.116) 
a 


"NL 


3 
lI 


因为 XPD 为 复数 值 ， 导 致 X(T) (zx) = sina Pre 本 身 没 有 正 交 性 ， 所 以 求解 的 关 
键 就 在 于 如 何 能 由 (2.116) dëng AP. 容易 发 现 ， 如 果 将 vllt 与 
XP (s) 适当 组 合 , 得 到 的 


(E) e . 
x(9 x) = 157.09 +i Kell? ere ez (2.117) 
和 An 


就 具有 正 交 性 : 


l l 
f XÇ )(z) XC? *(z)e “dz= f XE (x) XC? (z) etde = 2l- mn, (2.118a) 
~l 


l l : 
J Xi) kD "(0)e 22=az = f XGP (e) XÇ (x) e dz = 21. 6mn, (2.118) 
-i —i 


l l 
J XG (z) XH) *(z) eds = J Xi (2) ak )*(a)e de = 0. (2.1186) 
-l 一 ! 


只 是 正 交 区 间 为 (~-!， 收 ， 因 此 需要 将 定 解 问题 (2.106) 作 延 拓 . 考虑 到 w(x,t) 在 
z = 0 满足 齐 次 的 第 一 类 边界 条 件 ， 故 应 当 作 奇 延 拓 : 


U(z.t) = [on 0<z<l, 
—u(—z,t), -l«z«0; 

(z) = olz), Oczc«l, 
—é(-x), -l< z < 0: 

(z) = po 0«zc«l, 
—W(-—z), —l« z « 0. 


本 征 函数 XU (n) 本 身 就 是 奇 函数 , 无 需 额 外 另 作 延 拓 . 
在 作 延 拓 后 , 方程 (2.116a) 与 (2.116b) 即 分 别 变 为 


oo 
3 [AC XC? (2) + AC? X£9 (z)] = (x), -i«z«l, (21192) 
n=0 


DO a 
Y ` [APAD XO (2) - aile! = 2w(z), -1l<z<l (2.119b) 
a 


n=0 
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再 进一步 组 合成 


Y [ACO AC? XC (2) + ACQACOXC? (2)] = 8) - ira). (2.120) 
KE 


利用 正 交 关系 (2.118)， 即 可 定 出 


1 
AC = AC NT _ Ly(z JES —)*(z)e 222 dz 
ZA d a 
1 _ ly 
— ` IRGO D —iAt- Wi e ?97*dgy 
X a” 
1 ' - 
= | KO — SE e DE ede 
2AÀ5 J-l a 
1 f i 
= xx | DÉI cos A x + BIO sin 13d dz, (2.121a) 
n 0 
1 f 1 
A) = ST K "Ji (z) | x6 aetas 
2AÀ5 i Ju a 
l 
1 人 Ei (z) u Lett slk ze-2czdm 
E PJ- a 
Í D(z -iy ) eas, 
EX LJ- a" 
l 
=; a d cos AP 一 Lyla) sin AC? des (2.121b) 
0 
在 导出 这 些 结果 时 用 到 了 


— Ir 20 = -i t? - e = AAT, 
IAP * — 20 = iut? — o = iX? 


2.5.3 初步 的 结论 
(1) 定 解 问题 (2.106) 可 以 分 离 变量 ,但 有 新 特点 ; 
(i) 边界 条 件 中 出 现 待 定 参 数 ， 且 含有 复 系 数 ; 
(ü) T(t) 满足 一 阶 常 微分 方程 . 
这 样 导致 的 后 果 为 : 
(i) 本 征 值 为 复数 ; 
` (Gü) 对 应 一 个 本 征 值 , 只 有 一 个 既 满足 齐 次 偏 微分 方程 、 又 满足 齐 次 边界 条 件 
的 非 零 解 ; 
(ui) 本 征 函数 没有 (Sturm-Liouville 型 方程 意义 下 的 ) 正 交 性 . 
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(2) 当 = 0 时 ,问题 就 退化 为 两 端 固定 弦 的 自由 振动 问题 . 这 时 有 


ERR X - (zy. n € N, 


本 征 函 数 X,(z) = sin SC lz 


对 应 一 个 本 征 值 A2. T,(t) 有 两 个 线性 无 关 解 . 
4 o Z 0 FJ, 本 征 值 和 本 征 函 数 都 “ 劈 裂 ”为 两 组 : 


ACP) = un F io. 


对 应 一 个 本 征 值 ， 相 应 的 特 解 只 有 一 个 , 解 的 总 数 不 变 . 
(3) 可 以 找到 一 个 简单 的 正 交 关系 : X(T)(z) 与 XP (z) 的 线性 组 合 


Eat 

Xn . f 

xv = SC +i X(P) (x) = etim ecz 
n 


在 区 间 (一 , FURRA o(z) = e-?e* 正 交 . 之 所 以 能 构造 出 这 样 一 个 简单 的 正 交 
关系 , 当然 与 本 征 函数 XT)(zx) 的 具体 形式 有 关 , 或 者 说 , 与 本 征 值 AC = jn Fio 
的 虚 部 为 常数 这 一 特点 有 关 . 

(4) 因为 


[ $'(x) cos AUF)zdz = ó(x) cos Acel, + AUT Í ó(z) sin P zdz 
= d cos A? 1— (0) + AC? n | ó(x) sin AUT zdz, 
同时 ， 由 边界 条 件 (2.109c), 可 以 得 到 
cos AUT)! = +iabsin ACT)L, 


于 是 就 能 将 (2.121) 式 化 为 


b 
AP = + RS j (D sin API - x, 
Vif i in AC? 
+ d DER x9. 9) sin A;t zdz. (2.122) 
(5) 从 函数 空间 来 看 , 正 交 权 函数 为 en 的 函数 组 (XC? (2), n € N) 就 等 价 


于 权 函 数 为 1 的 函数 组 {eti(2"+l)rz/C0,m e NY. 所 以 , 由 函数 组 {feti(2n+Drz/(20， 
n € N) 的 完备 性 就 可 以 推断 出 函数 组 (XE (2), n € N) 的 完备 性 . 
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(6) 函数 组 (e#i@n+l1)me/@D n e N) 是 本 征 值 问题 


X" + AX — 0, (2.1232) 
X(I) = -X(-1), (2.123b) 
X'(I) = -X'(-1) (2.123c) 


的 解 , 因此 , 就 保证 了 此 函数 组 的 正 交 完备 性 . 但 需要 注意 , 本 征 值 问题 (2.123) 的 
区 间 是 [—1, 1), 不 同 于 本 征 值 问题 (2.109) 或 (2.110), 边界 条 件 的 形式 也 不 相同 , D 
此 , 将 定 解 问题 (2.106) 的 解 u(z,t) 按 (e*0n1 072/00, n € N) 展开 并 不 能 保证 在 
区 间 [0, 中 上 绝对 而 且 一 致 收敛 , 或 者 说 , 上面 按照 x(? 的 正 交 性 定 出 的 系数 Al 
并 不 能 保证 级 数 (2.115) 绝对 而 且 致 收敛 , 特别 是 在 x = 0 与 x = l 两 端 . 


(7) 也 可 以 取 sicht = Xe) Li xD) = e», 将 会 得 到 同样 结果 . 


(8) 如 果 不 引进 正 交 完 备 函数 组 {X(T)}， 而 直接 利用 本 征 函数 组 (XC (2) 
的 “广义 正 交 性 ” 9， 即 


l 

(AP AC?) n XP (z) XC? (z) dz £iabXEP (D) X£?(l) 20, mn, (2.1242) 
0 
l 

ARP AO) J XP (x) XI (x) dz — iab Xt) (1) X) = 0 (2.124b) 
0 


K 


2 f! iab 
二 xe? dr Xt? l . 
jJ, paltas S pto = (2.1240) 
也 能 定 出 系数 
. 1 
A = tiOn f DEE NOP ———y (x)| sin AP zdz. 


它 与 (2.122) 式 的 唯一 差别 是 没有 o0) 项 , 但 因为 z = 0 端 固定 , 故 可 以 合理 地 认 
为 应 当 有 8(0) = 


2.5.4 有 待 回答 的 遗留 问题 

(1) 函数 组 (XC (z), n € N) 的 完备 性 是 否 意味 着 函数 组 (XU (x), e N) 的 
完备 性 ? 

(2) 如 果 函 数组 {XP (z), m € N) 不 完备 ,当然 就 无 法 由 初始 条 件 定 出 全 加 系 
数 . 但 现在 从 上 面 成 功 求解 定 解 问题 的 事实 来 看 ,似乎 应 该 肯定 (XU (e)n € N) 


@ 见 文献 : 林 琼 桂 . 再 论 端面 受到 空气 阻力 的 弹性 杆 的 振动 . 大 学 物理 , 2011, 30 (5): 7 - 10. 
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是 完备 的 . 这 就 意味 着 , 任 给 函数 f(z) (当然 还 要 满足 一 定 的 要 求 ), 总 能 够 展开 为 
f(x) = Y [CO XC? (a) + CPXP (a)]. (2.125) 


n=0 


如 何 定 出 又 加 系数 ? 展开 是 否 具 有 唯一 性 ? 换言之 ， 


Y (CC? X£€? (z) + c£? xe? (a)] = 0 (2.126) 
n=0 
是 否 就 一 定 能 导出 oP = 0? 
(3) 已 知 函 数 f(z) 的 展开 式 


f(z) = 》 [CC? XC? (9) + CC? X£9 a], 


n=0 


如 果 同 时 有 


glz) = A. IO "A TE (e) - CPAP XP (2), 


n=0 

则 仿照 上 面 定 系数 的 计算 过 程 , 可 以 求 出 
1 l 
Mh 


Ct) = x» Í [f'(z) cos Ale + g(z) sin A P z|dz. 
这 是 否 就 意味 着 只 有 函数 f(x), 并 不 足以 唯一 地 确定 又 加 系数 ? 因为 对 于 给 定 的 
f(z)， 原则 上 9(z) 仍 可 以 独立 地 任意 给 定 . 这 从 上 面 的 定 解 问题 可 以 看 出 ，f(z) 
与 g(z) 分 别 对 应 于 初 位 移 与 初速 度 . 绝 不 可 能 对 应 于 给 定 的 初 位 移 ， 就 只 有 唯一 
的 一 个 初速 度 随 之 确定 . 不 同 初速 度 之 间 , 也 不 可 能 只 许可 相差 一 个 零 函 数 . 既然 
如 此 , 这 就 说 明 , 给 定 f(x). 并 不 能 确定 唯一 的 一 组 县 加 系数 Cn. 

(4) 可 以 将 (2.124) 式 改写 为 


ct) = [f'(z)cos AC le — g(x) sin A z]dz, 


f(z) = cosh oz >` (C + CCP) sin unz 


n=0 
oo 
— isinhoz >` (c) _ ct?) COS Haf, (2.127) 
n=0 


注意 , 在 区 间 (0, ) E, 函数 组 (sin unz, n € N) 或 {cos unz, n € N) 单独 都 是 正 
交 完 备 的 , 因此 , 如 果 取 
CU) = CEP = Cn, (2.1282) 
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就 可 以 进一步 定 出 


1 e 
=> in jj, z dz; 2.198b 
Cn [ Jg cosh oz SIN Hn AF ( ) 
或 者 令 
C? = -cC9 = ic, (2.128c) 
于 是 也 能 定 出 ， 
C} = E f) cos Ha P dz. (2.128d) 


| Jg sinh oz 


这 就 具体 证 明了 展开 式 的 不 唯一 性 ; 


oo 1 oo 
f(x) = y` Cn sin Hng cosh oz = 3 y C, ( sin AC a + sin Alle) (2.129a) 
n=0 n=0 
oo 1 oo 
= >` C? cos Hng sinhoz = -3 >` C; ( sin AC? x — sin XD). (2.129b) 


n=0 n=0 


更 进一步 ， 由 此 就 可 以 导出 
Y (Cn +C!) sin?) + Y (Cn — C) sin àG? x = 0, (2.130) 
n=0 n=0 
RE C, Pc 不 全 都 为 0. 
(5) 展开 式 (2.128a) 或 (2.128b)， 本 质 上 是 函数 f(x) 按 sin unz 或 cos unz 展 
开 的 问题 . 如 果 


Paie € (0,), f(0-0, f'()-90, (2.131) 
则 (2.1282) 式 右 端 的 级 数 在 (0, 0] 内 一 致 收敛 到 f(x); 而 如 果 
fa)e ZON, f(0-20, f°(0) =0, f()-0, (2.132) 


则 (2.1285) 式 右 端的 级 数 在 [0, | 内 一 致 收敛 到 f(x). 

(2.129) 式 是 将 两 个 按 不 同 完备 函数 组 展开 捏合 到 一 起 的 产物 ， 只 有 在 条 件 
(2130) 与 (2.131) 同时 满足 时 ，(2.129) 式 右 端的 级 数 才能 在 区 间 [0，! 上 一 致 
收敛 为 0; 否则 只 能 是 平均 收敛 . 

(6) 本 征 函数 sin Ale 是 由 定 解 问题 (2.106) 导出 的 . 如 果 说 ， 作 为 定 解 问 
E (2.106) 的 解 v(z, 与 ， 可 以 由 全 部 特 解 登 加 而 得 ， 或 者 说 ， 可 以 按照 本 征 函 数 
sin AP) EF, 然而， 展开 式 (2.124) 作为 一 元 函数 的 展开 ,， 本质 上 却 是 将 实 函数 
按 复 值 函数 展开 mH, sins 是 本 征 值 问题 (2.109) 的 解 ， 可 是 sinag 却 
是 本 征 值 问题 (2.111) 的 解 , 它们 根本 不 是 同一 个 本 征 值 问题 的 解 . 我 们 到 底 应 当 
如 何 去 理解 本 征 函 数 所 张 成 的 函数 空间 的 完备 性 ? 令 人 困惑 之 处 还 在 于 边界 条 件 
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(2.109c) 与 (2.111c) 中 含有 本 征 值 A, 我 们 甚至 无 法 提出 函数 f(z) 在 z = 1 点 到 底 
应 当 满 足 什么 样 的 边界 条 件 , 才能 使 得 展开 式 (2.124) 一 致 收敛 . 以 21 为 周期 延 拓 
到 (—oo, oo) 或 许 是 解决 的 途径 之 一 , 但 这 样 并 不 能 改变 f(z) 在 x = 1 点 的 收敛 
2.5.5 另 一 种 解法 
将 空气 阻力 项 写 入 微分 方程 , 于 是 就 可 以 将 定 解 问题 (2.106) 改写 为 
Ou Pu „ðu 


og "aa^ schie, (2.1332) 
ðu 

ulo — 0, az =0 (2.133b) 
au 

ulo = (z), En £—0 = (z). (2.133c) 


这 里 不 妨 将 5(z — D 理解 为 m, d(T — l4). 
按照 Sturm-Liouville 型 常 微分 方程 本 征 值 问题 的 普遍 理论 ,我们 知道 ， 只 要 
选取 满足 边界 条 件 
X(0-20,  x'()20 
的 一 组 本 征 函数 , 则 定 解 问题 (2.133) 的 解 总 可 以 按 此 组 本 征 函 数 展开 ?. 为 此 , 可 
取 


Xn = sin TT n € N, 
于 是 8 
= Tt)sinpnz, pn= SE I (2.134) 
n=0 
代入 方程 (2.133a), 得 
Y (T7 (t) + uda? T, (t)] sin ung = 一 ie [ora T(t gsinpnz|5 z-i) 
n=0 
= —ba? p T, (t) sin u, ijs z— l) = -ba? | Y conr.) _ D 
m=0 
ba? [> "T, gu 2» DC sinz 
因此 
2ba2 < 
T" (t) + uda? T, (£) + = Zi "Tu = 0， (2.135a) . 


@ 由 于 方程 (2.133a) 中 出 现 5 函数 , 所 以 这 种 展开 也 都 应 当 在 广义 函数 的 意义 上 来 理解 . 
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而 由 初始 条 件 (2.133c), 可 得 


其 中 
2 [! . e M 
$n = 1 J $(z) sin unz dz, p @(z) = > pn Sin usc, (2.136a) 
2 i oo 
= di p(z) sin Hng dz, BH p(z) = y` V, Sin Hat, (2.136b) 
0 n=0 


现在 的 做 法 不 发 生 本 征 函 数 的 完备 性 问题 ， 也 不 发 生 本 征 函数 的 正 交 性 困难 ， 但 
付出 的 代价 是 需要 求解 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 组 135). 问题 的 关键 在 于 ， 如 
果 我 们 能 在 求 出 单独 的 T, (t) 之 前 就 能 先 求 出 EC )"T, (t) 或 EC 1)"; (t); 


那么 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (2.135) 也 就 毫 于 困难 . 现在 恰恰 就 能 做 到 这 一 点 . 
为 此 , 对 常 微分 方程 初 值 问题 (2.135) 作 Laplace 变换 


-ZAT (t)) =Tn(D)， 

(T; (1)) = pT,,(p) — ón, 

ZAT} = p*T,(p) — Pon — Va, 
则 可 得 到 T, (p) 满足 的 代数 方程 


[P T, (p) — ptr — Va| + u2a? Th (p) 


- (CT KEN [pTn(p) ~ bm] =0. (2.137) 
整理 即 得 


2ba2 p 二 
—1)”T, T _ “ _ — Um. 
rant Dee Ären 


(-1)"pó. , (-1)"w, 1 2ba2 之 
7 — A. LU om. 2.1 
p? 十 uZa? p? + u2a? p? + uda? l P» ) $ ( 38) 
两 端 对 T 求 和 : 
2ba? p oe y 
WW l 二 72 + u.a? RE Ta (p) 
m= n=0 
c. (-1) pm | x^^ (-1)" Ym 
= + 
0 p2 + u2,a? > p2 + u? a? 
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2ba? [| — o^ 1 
[Cara (2.139) 


因为 m Um 均 为 已 知 量 ， 所 以 由 此 就 可 以 求 出 2 (1)"Tn(p). 作 反 演 ， 即 可 得 


8 c I"r,(), Amt T EC 1)*TY (1). 
"事实 上 ， 还 可 以 将 (2.139) 式 继续 化 简 . 首先 , 因为 


TNL Ac a: 
tanh -y = Dee CE ) + 22 
所 以 有 
` p 1 pl 
> E a tanh =, (2.140a) 
2ba? 之 p pi 
1+ T ooa 1 + abtanh 二 (2.140b) 
同时 , 如 果 将 $(z) 及 yla) 作 周 期 延 拓 ,， 即 
(z), 0czc«l, 
B(x) = 4 —@(2I — z), 1 < z < 21, (2.141a) 
—é(-—z), —-2lL« z < 0, 
(z), 0czc«l, 
V(z) = + —V(21 — z), I < z < 2l, (2.141b) 
—V(—zr), —2l < z < 0, 
而 后 作 Fourier 展开 ,就 应 该 有 ? 
= >` pn Sin paz, (2.142a) 
n=0 
= >` Yn Sin paa. (2.142b) 


n=0 
在 此 基础 上 , 可 以 进一步 写 出 


D XX (2.142) 式 正 是 上 面 初始 条 件 (x), (x) 按 本 征 函数 { sin unz, n € N) Mam. 作为 按 本 征 
函数 展开 ， 只 在 区 间 [0,] 内 成 立 ， 既 不 要 求 被 展开 的 函数 具有 周期 性 ,本 征 函 数 也 不 一 定 是 周期 函数 ;而 
(2.141) 式 , 作为 Fourier 展开 , 则 在 整个 实 轴 上 一 oo < z < co 均 成 立 . 
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一 1 之 
(z + at) ; P(e — at) = 2 tnl sin 144 (z + at) + sin us (z — at)] 
= Y Pn Sin Haf COS Unat, (2.143a) 
n=0 
Zeta) Y do — at) = >` pn Sin pnx cos un at. (2.143b) 
n=0 


特别 是 当 x = hF, 有 
ZU 1 at) ré —at) ` S~ 


2 —1)"ó. cos unat, (2.144a) 
n=0 . 
oo 
FQ Tat) V(-at) | Y (Ur cos naat. (2.144b) 
2 n=0 


(2.144) 式 作为 t 的 函数 ,可 以 再 进一步 作 Laplace 变换 , 于 是 


of %(1+ at) - 9(L- at) | ` Y n Pon 

l 2 j i 2,0 p? + uža?’ (2-145) 
yf Elat) +P- at) X, un Pin 
Es 2 } = 2 1) Zr ab (2.145b) 


另 一 方面 , 因为 B(x) 与 (z) WEE. AWA 4rr， 所 以 
Dl +a) kat) y — V( rat) + V(1- at) 


2 2 
Ihr 的 函数 , 也 应 当 是 周期 函数 ,周期 为 4r/a. 由 Laplace 变换 的 定义 ,就 有 
z e(l + at) + p(l — at) } -一 — [. Il + at) + e(l — at) edt 
- MT sinh pt dt 
= E: n  Q(£) sinh p$ d£, (2.1462) 
zi V (l4 at) + VGU — at) ! — ll r V(l + at) + v(1— at). pta 
= IU. i (at) sinh pt d£ 
= xxi A ` n | V(£) sinh e dé. (2.146b) 
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综合 以 上 结果 , 就 能 将 方程 (2.139) 改写 成 


D + abtanh P) Y (-1)"T4. (p) 
m=0 


= _ t 1 ' 1 in pE 2ba? l pl 
~ cosh(pl/a) di D + two] sinh a dé + ] él) - Jap tanh " 
亦 即 
d m _ 1 d l 1 oe 
> CD Ta (g) = cosh(pl/a) + absinh(pl/a) a / D + sw) sinh dé 
e(l) absinh(pl/a) 
+ Gshpi/a)rabsih(p/a) p ` (2.147) 


其 实 我 们 可 以 将 此 结果 直接 代入 (2.137) A. 从 而 求 得 T, (p): 


b (-1)n*1 1 i , pé 
T, (p) — d p? n w2 cosh(pl/a) + absinh(pl/a) n [pé(£) + v(£)] sinh a dé 
+ ba? (—1)* p(l) cosh(pl/a) n pnp 加 (2.148) 


l p? 十 w2 cosh(pl/a) + absinh(pl/a) p?-w2 ^42 


再 求 反 演 , 即 可 得 到 T. (0). 
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为 了 以 后 几 章 的 需要 , 本章 将 简要 介绍 函数 空间 的 一 些 基 本 概念 与 基本 结论 ， 
不 加 证 明 地 介绍 若干 重要 的 定理 . 它们 的 证 明 在 有 关 的 专著 中 都 可 以 找到 . 
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3.1.1 度量 空间 

矢量 是 线性 代数 中 的 基本 概念 . 作为 构成 线性 空间 的 元 素 ， 矢 量具 有 类 似 于 
平常 三 维 矢量 的 代数 特性 : 矢量 具有 加 法 (两 矢量 相 加 ) SAR (矢量 与 标量 相 乘 ) 
两 种 运算 , 并 且 遵 从 相应 的 运算 规则 , 但 是 它 并 不 具有 长 度 和 方向 的 几何 特征 . 我 
们 希望 作为 数学 抽象 的 线性 空间 也 能 附加 上 与 三 维 矢量 分 析 类 似 的 直观 几何 结构 ， 
为 此 首先 引进 距离 的 概念. 

定义 3.1 元 素 ( 称 为 点 ) m, yz, 的 集合 学 称 为 度量 空间 (或 距离 空间 ), 如 
果 对 于 每 一 对 元 素 ry. 存在 与 它们 相 联系 的 一 个 实数 d(x,y), 满足 


(1) d(z,y) = d(y, x); (3.1a) 
(2) (i) d(z,y) 20, Gü) d(z,y) = 0, 4B X3 z = y; (3.1b) 
(3) da, z) < dz, y) + d(y,z) (三 角形 不 等 式 ). (3.1c) 


作为 点 zx 与 y 的 函数 ,d 称 为 (z 与 y 之 间 的 ) 度量 函数 (或 距离 函数 ). 
I P 度量 空间 的 元 素 (点 ) 不 需要 是 矢量 ; 无 需 定义 元 素 的 加 法 与 数 乘 . 换 
言 之 , 度量 空间 可 以 不 是 线性 空间 . 

例 3.1 所 有 实数 的 集合 ( 实 轴 ) 构成 度量 空间 (WA 01). 如 果 两 个 实数 (SE 
轴 上 的 两 点 ) z y 之 间 的 距离 定义 为 |z — ul. 

例 3.2 所 有 复数 > = z+ iy 的 集合 构成 度量 空间 , 若 复 数 zi zo 的 距离 为 


d(z1,22) = |a — 22| = V (zi — z2)2 + (yı — 92)*. 
例 3.3 所 有 ”个 有 序 实数 的 集合 构成 度量 空间 ， 记 为 E). 令 
z = (£1, E2, en) 和 y= (mn, cm) 


是 此 空间 中 的 两 个 点 , 引进 不 同 的 距离 定义 , 就 得 到 不 同 的 度量 空间 . 例如 ,可 以 
定义 距离 函数 为 


dy(z,y) = (I& — ml" + lêz = mP ++ lên- na P) "^, 1<p<co， (322) 
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包括 取 p = 1, 2 以 及 p= oo 的 情形 ; 


di(z,y) = |& —m| + lêz — ml +- + [ên — mal, (3.2b) 
deis, ui = (léi — ml? + £& — nol + + lEn — m) 7, (3.2c) 
dss(x,y) = max |£; — nil ` (3.2d) 


在 所 有 这 些 情形 下 ,容易 验证 (3.1) 式 中 的 前 两 个 性 质 , 对 于 di 和 do: 可 以 直接 
判断 三 角形 不 等 式 成 立 , 而 对 于 do, 三 角形 不 等 式 则 可 由 Schwarz 不 等 式 (下 一 节 
(3.10) 式 ) 导出 . 

Bl 3.4 所 有 ”个 有 序 复数 构成 度量 空间 ， 记 为 cl, 

定义 了 距离 函数 之 后 , 就 可 以 自然 地 引入 收敛 的 概念 . 

定义 3.2 如 果 任 给 e > 0, 存在 指标 N, 使 得 


d(z,zy)& & Vk > N, 
则 称 点 列 (zk) 收敛 到 z (zx 一 z), 或 (zk) 有 极限 z, 记 为 lim zk = z. 
3.1.2 度量 空间 的 完备 性 问题 
定义 3.3 如 果 任 给 s > 0, 存在 N, 使 得 
dës, zo) ee | Vm,p > N, 
则 称 序列 {zk} 是 Cauchy 序列 ， 记 为 


Dm d(£m, £p) = 0. 
P00 


定理 3.1 如 果 序 列 {zi} 收敛 , 则 它 是 Cauchy 序列 . 


I” 评述 容易 以 为 Cauchy 序列 一 定 收敛 ， 因 为 序列 中 超过 一 定 指标 的 所 有 点 
均 彼 此 接近 ， 它 们 似乎 应 当 接近 于 某 个 确定 的 点 z. 问题 是 点 z 是 否 属于 此 空间 ， 
这 只 有 在 z 仍 属于 此 空间 时 才 正 确 . 

定义 3.4 如 果 度 量 空间 Z 中 的 点 梅 成 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 在 2^ 中 收 
KARR, MR 多 完备 . 

例如 ， 所 有 有 理 数 z,y,… 的 集合 Rat, 定义 距离 d(z,y) = |z -y WARE 
空间 . 但 Rat 中 的 序列 


1 
Z1 = 1, Zz2= l+ 


收敛 到 e 它 不 是 有 理 数 . 所 以 , 由 有 理 数 组 成 的 度量 空间 不 完备 . 
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上 面 例 3.1 - 3.4 中 所 列举 的 度量 空间 都 是 完备 的 . 
例 3.5 对 定义 在 a < t<b 上 的 所 有 实 值 连续 函数 z(t) 的 集合 , 取 距 离 函 数 


dl, al max |z(t) — y(t). (3.3) 


a<t<b 


容易 验证 (z(t), a <t <b) 构成 度量 空间 (a,b). Æ (xi (t)) 是 Zla, b) 中 的 Cauchy 
序列 , 则 一 定 满足 
lim ax |zk(t) — z. (t)| = 0. 


mp ioo SEN 
但 这 正 是 函数 序列 一 致 收敛 的 Cauchy 充 要 条 件 . 根据 数学 分 析 知 道 , 连续 函数 的 
一 致 收敛 序列 一 定 收敛 到 连续 函数 , 因此 由 Z(a,b) 中 的 元 素 组 成 的 序列 一 定 收敛 
到 Ela bi 中 的 某 元 素 , Bi Z(a,b) 是 完备 的 . 
例 3.6 对 于 定义 在 a <t < b 上 的 所 有 实 值 连续 函数 z(t) 的 集合 , 但 采用 (与 
例 3.5 不 同 的 ) 距离 函数 
1/2 
n=( n l(t) — y) vo ar) | (3.4) 


这 也 是 度量 空间 , 可 以 根据 Schwarz 不 等 式 (83.3 中 的 (3.21) R) 证 明 三 角形 不 等 
式 成 立 . 然而 这 个 空间 不 完备 , 理由 如 下 ; 考虑 连续 函数 序列 


1 1 
zr(t) = 3 T 元 arctan kt, —1 <t < 1, 


显然 此 序列 是 Cauchy 序列 ， 即 
1 


lim [za (t) — z,(£)]^ dt = 0, 


m,p—oo J 4 
然而 zx(t) 在 平常 收敛 意义 下 的 极限 是 间断 函数 


1 
y(t) = = P + jsent, 


因此 此 空间 并 不 完备 . 
FS TER 这 个 例子 说 明 ， 由 同样 的 元 素 构 成 的 集合 ， 采 用 不 同 的 距离 定义 ， 形 
成 的 度量 空间 不 同 ， 特 别 是 度量 空间 的 完备 性 不 同 . 

例 3.7 空间 Z 7 (a, b). 

在 距离 d 之 下 , 例 3.6 中 的 连续 函数 空间 不 完备 ， 正 如 有 理 数 空间 在 距离 
|z — v| 之 下 不 完备 . 形象 地 说 , 有 理 数 空间 不 够 致密 ,还 存在 空隙 . 将 有 理 数 空间 
加 以 扩充 ，, 即 容纳 进 作为 有 理 数 序列 极限 的 无 理 数 ， 从 而 就 得 到 在 距离 |z — y| 之 
下 完备 的 实数 空间 . 
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同样 可 以 填 上 连续 函数 空间 的 “空隙 ”, 办 法 也 是 容纳 进 所 有 Cauchy 序列 的 极 
限 (这 样 的 极限 可 以 是 间断 函数 ). 这 样 实施 了 完备 化 步骤 后 ,定义 在 a <t < b E. 
距离 为 例 3.6 中 的 d, 的 实 值 连续 函数 空间 就 扩充 为 在 Lebesgue 意义 下 平方 可 积 
的 实 值 函数 空间 ZU (a, b). 
3.1.3 赋 范 线性 空间 

定义 3.5 赋 范 线性 空间 是 线性 空间 ， 其 中 定义 了 实 值 函数 ||z|| ( 称 为 z 的 范 
数 ), 满足 下 列 性 质 ; 


(1) G) lx] z 0, (ü) |lzll = 0. MEN x= 0; (3.5a) 

(2) lloz| = lol Well (3.5b) 

(3) lai + z2ll < zall + lol - (3.5c) 
> EE 


1. 对 照 通常 的 三 维 矢 量 ， 有 助 于 理解 范 教 的 三 个 性 质 的 直观 几何 意义 . 
2. 如 果 定 义 距 离 为 
d(x,y) = |z — vll; (3.6) 
赋 范 线性 空间 自动 就 是 度量 空间 ". 由 (3.6) 式 定 义 的 距离 ， 称 为 (由 范 数 导出 的 ) 
自然 距离 . 反之 ， 范 数 也 能 用 d 表示 : 


Lei = dia, 0) (3.7) 


由 此 导出 zl| £ z 的 连续 函数 ， 即 若 zx — z, Mj lell 一 lell. 

3. 赋 范 线性 空间 既是 线性 空间 ， 也 是 度量 空间 ， 两 者 都 是 . 因此 它 的 元 素 既 
可 以 看 成 矢量 ， 也 可 以 看 成 点 . 这 正 是 平常 三 维 几 何 中 所 熟悉 的 情况 . 一 方面 ， 空 
间 由 点 组 成 ， 点 之 间 的 距离 就 是 通常 的 Euclid 距离 . 另 一 方面 ， 选 定 国定 的 原点 ， 
空间 中 的 每 一 个 点 又 可 以 看 成 由 原点 发 出 的 矢量 的 终点 . 点 和 矢量 因此 是 等 同 的 . 
两 点 之 间 的 距离 正好 就 是 两 个 矢量 的 差 的 长 度 ， 即 |z — al 特别 是 d(z,0) = let, 
所 以 点 到 原点 的 距离 就 是 矢量 的 长 度 . 
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在 赋 范 线性 空间 中 矢量 有 长 度 . 我 们 希望 进一步 优化 空间 的 结构 , 使 得 矢量 也 
具有 方向 概念 , 或 者 等 价 地 说 , 也 能 定义 两 矢量 之 间 的 夹 角 . 特别 是 需要 一 个 判 据 ， 
以 确定 两 个 矢量 是 否 平行 或 垂直 . 

@ 由 上 面 的 性 质 (3.5b). 我 们 有 die, ai = d(y,z). 由 性 质 (3.5a) 有 d(x,y) > 0, RA z = y MER 


成 立 . $ zi = z - u za = y — z. 由 性 质 (3) XA d(x,z) < d(z, y) 十 d(y,z). 于 是 (3.1) 的 三 个 条 件 均 
得 以 满足 . 
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3.2.1 内 积 空 间 
定义 3.6 实 线 性 空间 yO 上 的 内 积 (ey) 是 一 对 有 序 矢量 z, y 的 实 值 函 
数 ， 具 有 下 列 性 质 : 


(x,y) = (y, £), (3.8a) 
(ax, y) = ol, y). (3.8b) 
(zi c2, uu (21,9) + (£2, y). (3.8c) 
(m2)20, — (m2) -0 当 且 仅 当 z — 0. (3.84) 


其 中 zy 是 ul 中 的 任意 矢量 , a 是 任意 实数 . 此 线性 空间 称 为 实 内 积 空间 . 


e 评述 ”由 以 上 定义 可 以 导出 对 于 任意 z， 有 (2,0) = 0. 尽管 (z,z) 非 负 ,但 
(z,y) 可 正 、 可 负 ， 也 可 以 是 0. 对 (mm) 的 要 求 ， 使 得 它 有 正 的 平方 根 ， 能 用 以 定 

现在 对 复线 性 空间 定义 内 积 . 希望 仍旧 用 内 积 导 出 范 数 ， 故 性 质 (3.8d) 必须 
保持 . 这 人 迫使 我 们 必须 对 定义 3.6 作 某 些 改变 , 否则 (z, im) = itz,iz) = i(im m) = 
Dis, z) = —(z,z), 这样 就 不 可 能 对 于 任意 z Z 0 有 Le, ai > 0. 解决 的 办 法 是 将 
(3.8a) RAX (x,y) = (y,z)*. 

定义 3.7 复线 性 空间 id 上 的 内 积 (xy) 是 一 对 有 序 矢量 z,y 的 复 值 函 
数 , 具有 下 列 性 质 ?: 


(zu) = (z) (这 意味 着 (z, z) AX), (3.9a) 
(az, y) = a" (£, y), (3.9b) 
《zl 22,9) = (i y) + (2; y); (3.9c) 
(2,2) 2 0, (z,2) = 0 当 且 仪 当 z = 0, (3.9d) 


其 中 w,y 是 tel 中 的 任意 矢量 , a 是 任意 复数 . 定义 有 内 积 的 复线 性 空间 称 为 复 
内 积 空间 . 
由 头 两 个 性 质 , 我们 推 知 


(z, ag) = a(x, y). (3.9b/) 
定理 3.2 (Schwarz 不 等 式 ) ”对 于 内 积 空间 中 的 任意 两 个 矢量 z,y， 有 


I. ail < (z, æ) (y, y}. (3.10) 


D 在 数学 类 书籍 中 , 常 将 性 质 (3.9b) BA (ax, y) = a(x, y) SILKE al. 
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规定 (x, K (y,y)!/? 取 算 术 根 , RI 
|æ, ui < (2, x)? (y, y). (3.107) 
当 且 仅 当 z 与 y 线性 相关 时 ，(3.10) 或 (3.107) 式 中 的 等 号 才 成 立 . 


推论 (eum u) 2 + (y, y). (3.10”) 


H (3.9) 和 (3.107) 式 能 够 验证 (x, x) 2 满足 关于 ||z|| 的 条 件 (3.5)， 因 此 可 
以 采用 (e, 1112 作为 范 数 的 定义 ， 


< (m,z)1/2 


|=|| = (z, æ)". (3.11) 
这 样 内 积 空间 自然 就 是 赋 范 线性 空间 ,再 进一步 由 范 数 导出 自然 距离 , 于 是 又 有 
d(z,y) = |z — vll = (x — yz — y)”. (3.12) 
而 Schwarz 不 等 式 (3.10) 可 以 改写 为 更 有 吸引 力 的 形式 : 
(o, aile læ] laut, (3.13) 


采用 这 样 的 距离 定义 ,就 有 平常 的 关于 收敛 的 定义 : 如 果 任 给 = 0, 存在 N > 0, 
使 当天 > N Bl |z, — z|| < s， 则 称 序列 (zL) 收敛 到 >. 

在 此 基础 上 , 就 能 定义 级 数 的 收敛 性 . 

定义 3.8 设 有 级 数 Ek my Ee Hent 著 其 部 分 和 序列 收敛 到 a. 


<&, 则 称 级 数 收敛 到 >. 


由 Schwarz 不 等 式 能 够 推出 ， 内 积 是 其 案 量 的 连续 函数 . 因此 ， 只 要 z, 一 
e, y, — y MU lim (zn,yn) = (x,y). 特别 是 , 如果 z, — e, MM os] 一 zl. 如 


果 > zn = 2， 则 级 数 LET ) 自动 收敛 到 (m, y). 


3.2.2 正 交 与 正 交 投影 
定义 3.9 如 果 (my) = 0， 则 称 矢 量 z. y EX (或 垂直 ). 两 两 正 交 的 矢量 集 
合 称 为 正 交 集 . 如 果 其 中 的 所 有 矢量 均 不 为 0， 则 为 真正 交集 . 真正 交集 是 线性 无 
AXE. 在 ” 维 线性 空间 中 , 真正 交集 最 多 含有 n 个 元 素 . 如 果 正 交集 中 每 个 矢量 
的 范 数 均 为 1, 则 此 集合 是 正 交 归 一 的 . 真正 交集 总 可 以 转化 为 正 交 归 一 集 . 
若 两 个 矢量 m, y 满足 (z,y) = 0, 则 有 商 高 定理 ( 勾 股 定理 , Pythagoras 定理 ) 


Jeunes (mam) tu) 或 |a uÜ = zl + Iul. 
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由 此 还 可 推出 , 若 两 个 正 交 矢量 之 和 为 0， 则 每 个 矢量 都 必须 是 零 矢 量 . 

定义 3.10 ERE y Z 0, 而 o 取 遍 所 有 实数 ， 则 集合 oy 称 为 由 y 生成 的 
直线 . WR a > 0, 则 集合 oy RAH y 生成 的 正 向 半 直 线 . 

M o 为 实数 时 , 在 由 y 生成 的 直线 上 有 两 个 单位 矢量 ( 即 单位 长 度 的 矢量 ): 
土 y/ yl. 但 当 o 为 复数 时 ， 则 由 y 所 生成 的 直线 就 含有 ei9y/ ||u|| 形式 的 所 有 单 
位 矢量 ,其 中 9 为 实数 . 

定义 3.11 x 在 yy 生成 的 直线 上 的 (EX) 投影 是 矢量 m, = (zx,e)e, 其 中 e 
是 直线 上 的 两 个 单位 矢量 之 一 (e 的 不 同 选取 得 到 同样 的 zs) 

不 使 用 单位 矢量 , 也 能 把 z 在 y 生成 的 直线 上 的 投影 用 y 表示 : 


Tp = jy y (3.14) 


给 定 矢量 x 及 另 一 个 矢量 y Z 0. 则 z 能 分 解 为 两 个 矢量 之 和 ， 其 中 一 个 矢 
EE y 所 生成 的 直线 上 , 另 一 个 矢量 垂直 于 此 直线 (图 3.1): 


suis, zp Dn 
EI (3.15) 


z = m—p, (z, y) — 0. 


这 样 的 分 解 是 唯一 的 . 矢量 z 就 是 位 于 y 所 生成 的 直线 上 的 、 最 接近 于 z 的 矢 
E. 定义 2 与 之 间 的 夹 角 boy 即 为 z 与 g 所 生成 的 正 向 半 直线 间 的 夹 角 . 如 
果 e 是 与 y 同 向 的 半 直 线 上 的 单位 矢量 , BD e = ai In, JU 
(e) sl 

Il ellisi 


Schwarz 不 等 式 (3.10) 指出 ， 上 式 右 端 在 —1 与 1 之 间 , 所 以 公式 (3.16) 定义 的 来 
角 为 实数 , 在 0 与 之 间 . 


cos Ban = (3.16) 


图 3.1 矢量 的 正 交 分 解 
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3.2.3 线性 流 形 与 线性 子 空间 

在 平常 的 三 维 Euclid 空间 £ 中 , 能 够 找到 称 为 线性 流 形 的 子 集 , 它们 就 是 过 
原点 的 直线 和 平面 . 从 概念 上 说 ,空间 名 本 身 , 或 是 仅 由 零 矢 量 组 成 的 集合 ,也 
都 是 线性 流 形 . 

线性 流 形 的 概念 也 能 推广 到 任意 线性 空间 . 

定义 3.12 线性 空间 — 中 的 集合 .wz RA (a 中 的 ) 线性 流 形 ， 如 果 对 于 任 
意 属 于 Z 的 矢量 z 和 y, om + Uy 也 属于 A, 其 中 a, 0 是 任意 常数 . 
FS 评述 Gamm Hb, de m. y 是 .YY 中 的 两 个 独立 矢量 ， 
则 形式 为 z+ ou 的 矢量 集合 不 是 线性 流 形 ， 因 为 它 不 包含 零 矢量 (原点 ). 

最 简单 的 线性 流 形 就 是 由 单个 非 零 矢量 A, (可 取 为 单位 矢量 ) 生成 的 直线 . 

如 果 A 中 的 每 一 个 矢量 y 均 可 用 .# 中 的 一 组 矢量 Le e, al 的 线性 
HERK. BI 

y = 01721 + 0322 + - `: Loft, Vy € M, (3.17) 


则 称 矢量 集 (zi,zə, ,zx} 张 成 A ENLA Eit RT AECE BROBUSE I. ERES 
面 . 特别 是 , 如 果 (21,25, mx) 线性 无 关 , 则 它们 就 构成 了 维 线性 流 形 LR 
一 组 基 . 这 时 y 的 线性 表示 (3.17) 式 就 是 唯一 的 . 

任何 一 个 维 线性 流 形 A 一 定 含有 上 个 线性 无 关 的 矢量 (Æ) 而 且 , k 维 线 
性 流 形 中 的 任意 上 + 1 个 矢量 一 定 线 性 相关 . 

如 果 一 个 流 形 不 是 由 有 限 个 数 的 矢量 张 成 的 , 这 个 流 形 就 是 无 穷 维 的 . 

如 果 无 穷 维 线性 流 形 M 中 的 每 一 个 矢量 y， 或 者 可 以 表示 成 无 穷 矢 量 集 
{z1, 22,…} 中 有 限 个 矢量 的 线性 组 合 ， 或 者 可 以 表示 成 这 种 有 限 线 性 组 合 的 极 
E, WA 就 是 由 矢量 集 {zx1, xz2,…} 张 成 的 . 更 进一步 , 如 果 对 于 2 中 的 任何 一 
个 矢量 y， 都 有 唯一 的 线性 表示 


Y = atı + a£ H'et Ann t'e, + 


则 称 无 穷 矢量 集 {zx1, x2,…} Æ a 的 基 . 此 时 {zx1, x2,…} 一 定 是 线性 无 关 的 0. 
和 有 限 维 流 形 不 同 的 是 ， 对 于 由 矢量 集 (m1 05, 张 成 的 无 穷 维 线性 流 形 
A 即使 这 一 组 矢量 集 是 线性 无 关 的 , 它们 也 不 一 定 构成 . 的 基 . 例如 考虑 Z 
中 的 矢量 集 
f; = (1,0,0,...,0,1,0,.…), j= 2,3,4,.…, 


在 f; 中 , 只 有 两 个 分 量 (第 一 个 分 量 和 第 ; 个 分 量 ) 不 为 0. 可 以 证 明 , 由 {f;} 的 确 
张 成 多。 因为 序列 (fo+f3+… 十 fa41)/n 的 极限 就 是 ei = (1,0,0,0,…); 在 此 基 


@ 即 当 且 仅 当 al = az =- = 0 时, 才能 有 airi + azg 十 … = 0. 
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础 上 就 可 得 到 e; = (0,1,0,0,---), es = (000,1,0,---), -- Pr AB CREER. ( Z 
内 的 任意 一 个 ) 矢量 z = (£6.62. E, 1. 然而 直接 将 {了 ;} 中 的 矢量 作 线性 组 合 , 却 
无 法 给 出 e1 因为 el = ofo 十 03f3 十 … 无 解 . 所 以 , RER (fj = 2,3,4 
并 不 是 Sm. 

如 果 线 性 流 形 A 是 闭 的 , BH A 中 的 任意 一 个 矢量 序列 均 收 敛 , 且 其 极限 仍 
属于 o 则 称 为 线性 子 空间 . 有 限 维 空间 中 的 线性 流 形 都 一 定 是 闭 的 , 因而 一 定 是 
线性 子 空间 . 然而 无 穷 维 线性 流 形 却 不 一 定 是 线性 子 空间 . 

Wo 为 .x 中 的 线性 流 形 ( 闭 的 或 否 )， 考虑 与 A 中 的 每 个 矢量 都 正 交 的 所 
有 矢量 的 集合 Ai 集合 a" 是 线性 流 形 , 而 且 是 闭 的 . 事实 上 , ess 是 
£" 中 的 序列 ， 其 极限 z 属于 s 由 于 对 于 . 中 的 每 个 f, (ms f) = 0， 内 积 
的 连续 性 表明 (m, f) = 0, 所 以 z 属于 éi 这 就 证 明了 .N+ 是 闭 的 . 还 能 证 明 
Lë =, 所 以 如 果 . 本 身 是 闭 的 , 则 (T) Ri A 和 .N+ 互 为 
正 交 补 . 

我 们 特别 关注 闭 线性 流 形 . 原因 是 如 果 .% 是 Hilbert 空间 , .WV 是 .w 中 的 闭 
线性 流 形 , 则 . 本 身 也 是 Hilbert 空间 . 进一步 , 如 果 {zk} 是 .中 的 Cauchy FF 
列 , 它 一 定 在 .% 中 有 极限 z (因为 .% 是 完备 的 ); = 也 一 定 属 于 .V (因为 .Wz 是 
封闭 的 ). 因此 .x 是 完备 的 内 积 空间 , 故而 是 Hilbert 空间 . 


83.3 Hilbert 空间 
3.3.1 Hilbert 空间 
定义 3.13. 在 自然 距离 下 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 
BJ 3.8 (1) 任意 ” 维 实 内 积 空间 称 为 (SE) = 维 Euclid 空间 , WA a 任何 
这 样 的 空间 都 是 完备 的 ， 因 此 也 都 是 Hilbert 空间 . 
(2) 有 关 (1) 的 具体 例子 是 所 有 n 个 有 序 实数 的 空间 . 如 果 定 义 
(x,y) = Em 十 E272 十 … + Enh, 
它 就 是 内 积 空间 . 我 们 有 
Le = (€ ez) 
K 
2 2 211/? 
d(æ,y) = le - vl = i mY + Ed HH En) 
Schwarz 不 等 式 变 为 


(Des) < E (cl (3.18) 
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(3) 有 关 (1) 的 另 一 个 例子 是 定义 在 区 间 a < t < 5b 上 的 次 数 低 于 n 的 实 多 项 
A z = r(t) 构成 的 空间 PP,， 内 积 定 义 为 


b 
(ey) = Í sO vy) at 
B| 3.9 (1) 任意 ” 维 复 内 积 空间 称 为 n 维 西 空间 (或 称 n 维 复 Euclid 空间 )， 
记 为 £L. 任何 这 样 的 空间 也 都 是 完备 的 . 
(2) AX (1) 的 具体 例子 是 所 有 n 个 有 序 复数 的 空间 ， 内 积 定 义 为 
(æy) = JOE m: 
k=1 
容易 验证 条 件 (3.8). H 
n 1/2 n 
[||| = ES = Dik 
EEN 
Schwarz 不 等 式 (3.10) 变 为 
n 2 n n 
&m) < Dik Iml}. 3.19 
(> in) E k )(> Tk ) ( ) 


BJ 3.10 考虑 在 a < t < b 上 Lebesgue 327 RRBS PUR KERS z(t) 所 构成 
的 空间 ZU) (a b). BRR 


1/2 n 1/2 
dws) = le-ul - KE HMR 
k=1 


b 

(æy) = f z(t) y(t) dt, (3.20) 
相应 的 范 数 是 ; » 

let - | [ oa]. 
由 此 导出 距离 

geg = lo- = (f l0 - voa]. 
Schwarz 不 等 式 变 为 
[ «0v a < VES al [f vo al 2 (3.21) 


此 空间 是 完备 的 ( 见 例 3.7 的 讨论 ), MAZO (a,b) 是 Hilbert 空间 . 
例 3.11 考虑 在 a < t < b E Lebesgue 平方 可 积 的 所 有 复 值 函数 z(t) 所 构成 
的 空间 ZZ) (a b). 可 以 采用 合适 的 内 积 定义 , 例如 : 
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(z y) = f "zt (D) (o dt, (3.22) 
则 范 数 及 自然 距离 分 别 是 
iet - Cf | ka). dent = le - ul = ( f iz(t) — ai vafa) ` 
而 Schwarz 不 等 式 变 为 


[= PUE (f MOL ar) “(fwora) (3.23) 


空间 ^ (a,b) 也 是 完备 的 ,因此 是 Hilbert 空间 . 
例 3.12 BV Æ k AZE ZC) 内 的 体积 . 考虑 定义 在 V 上 的 、 积 分 


f: fiot k) dt; dts. - -dtk 


在 Lebesgue 意义 下 存在 的 所 有 复 值 函数 的 空间 AO. 如 果 内 积 定 义 为 
(x,y) = E dv (51, t2, tellt, tee, tel dti dto -+ dtk, 


则 此 空间 为 Hilbert 空间 . 


3.3.2 可 分 离 的 Hilbert 空间 

4 U 是 Hilbert 空间 Z 中 的 矢量 集 . U 中 矢量 的 全 部 有 限 线性 组 合 就 是 U 
所 张 成 的 线性 子 空间 S(U). 一 般 说 来 , 5S(U) 在 7 中 并 不 封闭 9; 它 的 闭 包 SU) 
RA U 所 张 成 的 闭合 线性 子 空间 . S(V) 可 以 明显 不 同 于 SU). 例如 ， 如 果 U 
是 Alab) 中 的 集合 (1,2,27,.--, S(U) 是 全 部 多 项 式 的 集合 , 而 S(U) 是 整个 
(a, b). 

WRU: {fi1, fo fa …} 张 成 的 闭合 线性 子 空间 与 Z 重合 , 我 们 就 说 U 
是 a 的 生成 子 集 , 或 者 说 , U 在 a mer 这 样 , 任 给 =>0, 对 于 Z 中 的 任 
意 元 素 f， 总 存在 指标 N 及 一 组 常数 al, ao,… o, 使 得 


N 
|f _ 3 of <E 
k=1 


@ 如 果 U 只 含有 有 限 个 线性 无 关 矢 量 , WI S(U) 是 有 限 维 线性 子 空间 ， 因 此 是 封闭 的 . 

O Wy 为 度量 空间 , S C 了 是 .wx 的 两 个 子 集 . 如 果 任 给 E > 0, 对 于 T 内 的 每 个 f. 总 存在 S 的 一 
个 元 素 e. 使 得 d(e, f) < e. WK S ET 内 是 稠密 的 . 在 几何 上 , 这 意味 着 对 于 T 内 的 任意 元 素 , 我 们 总 
能 在 S 内 找到 与 之 任意 接近 的 元 素 ; 或 者 说 , T 内 的 每 个 元 素 , 都 可 以 用 S 内 的 元 素 以 任意 精度 近似 . T 
当然 可 以 就 是 空间 y 本身. 稠密 性 的 概念 ,显然 依赖 于 所 使 用 的 距离 定义 . 
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用 S 表示 生成 子 集 的 全 部 有 限 线 性 组 合 的 集合 , 则 5 = Z. 

U 可 以 是 整个 X. 因此 S(U) = S(U) = A. 我 们 的 目标 是 寻找 比较 小 的 集合 
U, 然而 它 是 Z 的 生成 子 集 . 

定义 3.14 Hilbert 空间 称 为 可 分 离 的 , 如 果 它 的 生成 子 集 Rot 

可 数 的 生成 子 集 的 存在 , 意味 着 Z 并 不 太 “ 大 ”, 尽管 多 含有 的 元 素 可 能 是 
不 可 数 的 . 

任何 有 限 维 Hilbert 空间 名, 是 可 分 离 的 , 因为 存在 个 矢量 (f. tr, 
使 得 &, 中 的 任何 一 个 矢量 都 能 表示 为 f = > Erfe: 特别 是 , 任何 一 组 基 就 起 着 
生成 子 集 的 作用 . 

我 们 更 有 兴趣 于 无 穷 维 Hilbert 空间 . 显然 无 穷 维 空间 不 能 有 有 限 的 生成 子 集 . 
因此 , 一 个 可 分 离 的 无 穷 维 Hilbert 空间 一 定 含有 可 数 的 无 穷 集 合 U : (f. fap 
使 得 多 中 的 每 一 个 元 素 f 都 能 以 所 要 求 的 精度 用 U 中 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 
E. 换言之 , 对 于 ZZ 中 的 每 个 f， 任 给 。 > 0， 总 能 找到 指标 N 以 及 标量 
om, 0, aN (它们 通常 与 es 有 关 ), 使 得 


N 
d -Forfa 
k=1 


例如 ,集合 (1. 2. ...) (显然 是 可 数 的 ) 是 Alab) WERTE, 其 中 a EE 
限 值 ; 空间 (a, oo), -Z5(—0o, b), A-0, 0) 也 都 是 可 分 离 的 ; 个 独立 自 变量 的 
平方 可 积 函数 空间 AV) 也 是 可 分 离 的 . 


3.3.3 基 与 生成 子 集 两 个 概念 之 间 的 差异 

对 于 可 分 离 的 Hilbert 空间 A. 总 可 以 找到 一 个 生成 子 集 , 使 其 元 素 均线 性 无 
R 因为 我 们 总 可 以 将 (任意 一 个 ) 生成 子 集中 的 元 素 编号 , 而 后 将 所 有 与 “前 面 ” 
的 元 素 线性 相关 的 元 素 剔 除 即 可 . 再 按照 Gram-Schmidt 步骤 , 可 以 进一步 将 这 个 
生成 子 集 转换 成 正 交集 这 样 ,任何 一 个 可 分 离 的 Hilbert 空间 多 总 含有 一 组 正 
交 的 生成 子 集 . 

显然 也 需要 有 一 组 矢量 构成 Hilbert 空间 Z 的 基 , 因而 能 够 把 Z7 中 的 任意 
一 个 矢量 用 这 组 基 矢 表示 为 有 限 或 无 穷 级 数 . 值得 注意 基 与 生成 子 集 这 两 个 概念 
的 区 别 . 

RER (fi fo. fn A 是 生成 子 集 , WR 中 的 每 一 个 矢量 z 都 能 用 该 
集中 矢量 的 有 限 线性 组 合 以 事先 给 定 的 任意 精度 作 近似 : 任 给 。 > 0, 对 于 每 个 >, 
总 存在 N > 0 及 常数 oi, oo,…,an， 使 得 (3.24) 式 成 立 . 减 小 e, 即 提高 近似 的 


@ 所 谓 集合 是 可 数 的 , 指 的 是 它 的 元 素 能 与 正 整数 或 正 整数 的 某 个 子 集 一 一 对 应 . 只 有 有 限 个 元 素 的 集 
合 是 可 数 的 ; 有 理 数 构成 可 数 集 , 而 实数 集 则 否 . 


<e. (3.24) 
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精度 , 可 以 预期 必须 增 大 指标 N, 而 且 也 必须 改变 此 前 求 出 的 系数 0,0, ou 
换言之 , 并 不 存在 一 个 固定 的 常数 序列 &1, £2,…, En,…， 使 得 z=》 Cf 线性 


k= 
ERR {fo = 1, fi = t, f2 = t?, ` |j 是 -2( 一 1 1) 的 生成 子 集 ， 但 不 是 基 ， 因为 有 
许多 函数 (例如 t) 属于 -2(-1.10)， 但 不 能 展开 为 级 数 2 Ett. 因为 |t| 是 偶 函 
=0 


数 , 在 用 上 述 f, (t) = tr 的 有 限 线性 组 合 Soo, C^ DEN, 得 到 的 结果 是 : 
k=0 


、 1 
零 级 近似 On 9! 
3 15 
—£ i b = — = 一 一 
级 近似 Oo 16， Ql 16’ 
N 15 105 105 
a P 一 一 一 一 二 一 二 一 ñ 
级 近似 Qo 128， Q2 64 ; Q2 128’ 


从 函数 逼近 的 角度 来 看 ， 只 要 z(t) 连续 ， 则 Weierstrass 逼近 定理 就 保证 了 多 项 
式 p? (t) 的 存在 性 , 使 得 ||z(t) -pP (t)|| < 1/k. 我 们 容易 构造 无 穷 级 数 q(t) + 
q (t) 十.…， 使 得 pÚ) (0) 是 它 的 部 分 和 序列 . 只 需 选取 q(t) = p (t) — p-d) 
即 可 . 无 穷 级 数 X ao (t) 显 然 收敛 到 z(t), 而 每 个 O) 都 是 多 项 式 , 可 是 这 并 


TERKA x 6; f; 将 > q? (t) 变换 为 窜 级 数 , 我 们 首先 必须 将 这 个 级 数 重新 
排序 : 将 每 个 ql qt) (t) 中 的 常数 项 合 CKA), 并且 放 到 最 前 面 ， 再 将 OC 项 合并 ， 
并 放 到 第 二 项 页 ， 如 此 等 等 . 对 于 级 数 并 不 总 是 允许 作 这 样 剧烈 的 重 排 的 , 因此 级 数 
Y; q(? (t) 通常 并 不 等 价 于 突 级 数 . 能 将 函数 表示 为 暴 级 数 , 该 函数 至 少 必须 无 穷 
k=1 
次 可 微 , 而 -A 中 的 大 多 数 函 数 并 没有 这 么 光滑 . 我 们 知道 , 如 果 得 到 的 级 数 只 是 
平均 收敛 而 非 绝 对 收敛 ,就 不 允许 将 级 数 重 排 . 

处 理 按 Legendre 多 项 式 Pi(t) 展开 的 问题 时 ， MA # 
们 知道 ， 连续 (但 不 可 导 ) 函数 z(t) = Itl 能 在 区 间 —1 < t < 1 中 展开 为 级 数 
> obt), WE |t| 3F4 86 FE JF ARRE » 6t. RADO VOTAR Legendre 展 


开 中 的 各 项 集中 再 重 排 为 宕 级 数 . 不 同 之 处 在 于 ， 在 用 Legendre 多 项 式 的 有 限 线 
FE AS IB IT [t| 时 ， 


1 5 
二 二 Polt) — ees 
[t| Seck 2(t) 1 P4(t) +n, 


随 着 精度 的 提高 ( 即 参 与 又 加 的 Legendre 多 项 式 次 数 更 高 ), 其 组 合 系数 并 不 改变 . 
以 上 我 们 强调 了 基 与 生成 子 集 这 两 个 概念 的 差异 . 读者 也 可 以 去 找 它们 的 相 
似 性 . 显然 , 对 于 由 正 交 元 素 构成 的 集合 , 这 两 者 是 恒 等 的 . 
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84.1 线性 算 符 


4.1.1 线性 算 符 

线性 空间 — 中 的 算 符 ( 即 变换 ) 4 是 一 个 对 应 关系 , 它 对 于 (wz 的 子 集 ) Za 
中 的 每 一 个 元 素 (矢量 ) z, 指定 另 一 个 (也 属于 .x 的 ) 元 素 (RE) y. 后 者 称 为 算 
符 4 作用 于 矢量 z 而 得 到 的 像 ， 记 为 Ac. Za 是 算 符 A 的 定义 域 , 可 以 就 是 线 
性 空间 AG. 相应 地 , 全 体 像 矢 量 的 集合 A. 称 为 A 的 值 域 . 

如 果 Ga Zen, 且 对 于 此 共同 定义 域 中 的 所 有 x. Az = Br, 则 4 = B. 

设 有 A 和 B (其 定义 域 分 别 为 Za 和 Gel, 通过 算 符 的 初等 运算 可 导出 新 
的 算 符 如 下 : 

(1) C =aA : Cæ = a(Ar), 其 中 a 是 给 定 的 复数 . C 的 定义 域 与 4 相同 . 

(2) D= A+ B: Dz = Ar + Bz. 显然 Zp = ZAN Ze. ES A+ B = 
B 4- A. 

(3 E = AB : Ez = 4(Bz)， 其 定义 域 为 Zp = {zlBz € Zaj. 一 般 说 
X, AB Z BA. 如 果 AB = BA, DIS SERIE. 

如 果 

4(zl + x3) Am + Az, 4(az) = o( Az), (4.1) 


MU A 为 线性 算 符 (线性 变换 ). 对 于 这 种 算 符 , 一 定 有 4(0) = 0. 而 且 ZA 和 Ra 
都 是 线性 子 空间 . 


4.1.2 有 界 算 符 与 连续 算 符 
如 果 对 于 Za 中 的 所 有 e. 存在 常数 e, 使 得 |DAx|| < clæl 则 称 算 符 4 (在 
Za E) 有 界 . 常数 c 并 不 唯一 , 重要 的 是 它 的 最 小 值 , SH A 的 范 数 , 记 为 |All. 
| Ac || 
IAI = Sup Tej 
即使 A 是 有 界 的 , 也 可 以 不 存在 非 零 元 素 xz, 使 得 | A>|| = All æl; 但 总 可 以 使 
设 {zn} 是 Za 中 的 序列 ,以 z € ZA 为 极限 . E Az. Az. HIR A 
在 x 连续 . 如 果 A 在 Ga 中 的 每 一 点 都 连续 , WS 4 在 cA 上 连续 . 在 以 下 的 
叙述 中 , WR cA Bx. 则 常 略 去 定义 域 不 说 , 而 只 简称 为 连续 算 符 . 
定理 4.1 WR A 在 z = 0 处 连续 , WE Ga 中 的 所 有 点 均 连 续 . 


(4.2) 
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定理 4.2 A 在 74 上 和 连续, 当 且 仅 当 该 算 符 有 界 . 


Euclid 空间 人 中 的 所 有 线性 算 符 均 有 界 ， 因 而 全 都 连续 , 证 明 从 略 ， 
在 平方 可 积 的 函数 空间 2 中 , 可 以 出 现 无 界 算 符 , 见 后 面 的 例 4.3. 


41.3 5 上 线性 算 符 举例 
例 4.1 (1) FAH 0: 对 于 任意 z, 0z = 0. 这 个 算 符 显然 是 有 界 的 : ||0|| = 0. 
(2) 恒 等 算 符 I: 对 于 任意 x, Im = m. 该 算 符 有 界 : [II] = 1. 
例 4.2 1E Z (0,1) E, 考虑 算 符 A: Ac = tz 人 .此 算 符 对 于 220,1) 上 的 
所 有 元 素 均 有 定义 ,， 且 为 线性 算 符 . 因为 


1 1 
Lä)? -j ë (Pa < [ et dt = [lel , 


所 以 AJ < 1, 即 A 有 界 . 
B) 4.3 在 75(0,1) b, 考虑 由 As = fo(t)z(t) 所 定义 的 算 符 , 其 中 folt) Æ 
给 定 的 函数 (不 一 定 在 Z (0,1) rh). ! 
(1) 如 果 fo(t) 在 0< tg 1 上 连续 , WJ A 是 整个 75(0,1) 上 的 有 界线 性 算 符 . 
能 够 证 明 
A|| = max |fo(t)| . 


O«t«1 
(2) 如 果 folt) 在 区 间 0 <t < 1 上 茶点 为 无 穷 , 则 4 是 无 界线 性 算 符 , 其 定 
义 域 将 不 会 是 整个 275. W, folt) = 1/t， 则 只 当 z(t) Æ t — 0 足够 快 地 为 0 时 
POO 才 属 于 A. 为 了 证 明 A 无 界 ,可 考虑 Za 中 的 函数 


0, 0xt«e 
z(t) = 
1, EX 


t« 1. 
对 于 这 个 特殊 的 z(t) 我 们 有 


1 
Ill? — 1, ^ |Az| = S 二 一 1 十 d 
e 足够 小 , 则 比值 Asl /lel = 1/s 可 以 任意 大 , 所 以 4 无 界 . 
例 4.4 TE him 上 考虑 微分 算 符 Am = dz(t)/dt. 这 个 算 符 不 能 对 于 Z 
中 的 所 有 函数 有 定义 . 属于 Za 的 z(t) 必须 具有 两 个 性 质 : 
(1) z(t) 在 一 定 意义 下 可 微 ?; 
(2) z(t) 的 导数 属于 2719 (0, 1). 


@ 准确 地 说 , z(t) 应 当 是 它 的 导数 的 不 定 积 分 . 这 类 函数 称 为 绝对 连续 函数 , 它 包括 仅仅 分 段 可 微 的 连 
续 函 数 . 
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考虑 定义 在 Za 上 的 算 符 d/dt. 这 个 算 符 是 线性 的 , 其 值 域 .Za 是 整个 Z (0, 1). 
当然 ， 此 算 符 不 连续 . 序列 cs (t) = V2 sinnnt 中 每 一 个 函数 的 范 数 都 是 1, 但 是 
Tazn(t)/ati| = mr， 所 以 微分 算 符 是 显然 无 界 的 . 


4.1.4 SEKR 
如 果 由 像 矢 量 能 反 过 来 确定 原来 的 矢量 ， 则 称 算 符 A 是 一 对 一 的 . 
完全 等 价 地 ， 当 且 仅 当 由 Af = Ag 就 能 导出 f — g 时 , 则 称 算 符 A 是 一 对 
如 果 算 符 4 是 一 对 一 的 , 其 定义 域 为 Za ERA Ra Wou A! 
如 下 : 
A 1f=7gJg, 当 且 仅 当 Ag = f. 


因为 对 于 f € .多 ， 上 式 有 一 个 并 且 只 有 一 个 解 ， 故 此 定义 有 意义 ， 且 Za = 
RBar Raa = ZA. 一 对 一 算 符 的 道 算 符 一 定 存在 , 即 一 对 一 算 符 是 可 逆 的 . 

定理 4.3 当 且 仅 当 Az = 0 只 有 零 解 z = 0, 线性 算 符 A 是 一 对 一 的 ( 即 存 
ZE AT. 

证 (1) WA 是 一 对 一 的 . 对 于 任何 线性 算 符 , A0 = 0, 因此 0 是 Az = 0 的 
解 . 因为 4 是 一 对 一 的 , 这 就 是 唯一 解 . 

(2) # Az =0 只 有 0 解 . + Az =f BR z 与 zz, H Azı = Ago, 则 元 
K y= zl — z 处 在 A 的 定义 域 中 (因为 此 定义 域 为 线性 子 空间 )，4 的 线性 性 质 
意味 着 Ay = Am — Az; = f — f = 0, 所 以 y=0, z = 22. d 

容易 看 出 算 符 AT Banne, Za = A, Ra = Za. 


4.1.5 正则 线性 算 符 


定义 4.1 满足 下 列 条 件 的 线性 算 符 A 称 为 正则 线性 算 符 : 
(1 Az —0 RË 0f; 


(2) Za = Á; 
(3) A^" 有 界 . 


否则 , 称 算 符 A 是 奇异 的 . 

第 一 个 条 件 保证 Ar = f 最 多 有 一 个 解 . 第 二 个 条 件 告诉 我 们 ， 对 于 .w 中 
的 每 个 f, Ax = 了 至少 有 一 个 解 . 和 第 一 个 条 件 结合 起 来 ，4z = f 就 有 一 个 
并 且 只 有 一 个 解 ， 因此 AT 存在 . 第 三 个 条 件 保证 如 果 f, 与 f, 接近 ， 比 如 说 
fi- fal <e， 则 相应 的 za 与 za 也 接近 , BH |a, 一 zz| < e || A" |. 

41.6 闭 算 符 

定义 4.0 $ 4 是 定义 在 子 空间 Za 上 的 线性 算 符 ,如 果 只 要 (a. YE Za 

内 ，zn m, Am, 一 ,就 能 推出 mc Ga, H Az = f, 则 称 A 为 闭 算 符 . 
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闭 算 符 具 有 下 列 性 质 : 
(1) WR A 是 闭 的 , H A 存在 , 则 A^ 是 闭 的 ; 
(2) WR A Rn, E A l AR, Wa 是 闭 集 ; 
(3) 在 闭 域 上 的 闭 算 符 有 界 . 
所 以 , 闭 算 符 一 定 属于 下 列 几 种 互 不 相 容 的 类 型 之 一 : 
(1) A 是 正则 的 ; 
(2) Ax = 0 FFH (A 不 存在 ); 
(3 Ax = 0 HSE, AC! ER, H. d Sa = 5 
(4) Ax = 0 只 有 零 解 , HA X (A RAER, 或 无 界 ). 


84.2 Z, 中 的 线性 算 符 


4.2.1 £X TERETRE CR GR RE EE 
4 4 是 由 Z, 一 VW. 的 线性 算 符 , B : {e1,e2,…,en} 是 固定 的 一 组 基 , 则 Az 
= > &Ae;, HI A 完全 由 n 矢量 Ae), Aes, , Ae, 所 描述 . 而 这 n 个 矢量 又 能 
写成 
4ej = Y gange  jJ=1,2,... n. (4.3) 
i=1 


因此 , 就 能 由 原来 矢量 = = Yee: 的 坐标 计算 出 像 矢 量 的 坐标 ， 即 
y = Y me; = 4A( ze =Y 6 Ae; 
i=1 j=1 j=1 
= 2 ,S; ijei | = i$j Jeu 
> 103 GK ;Je 


i=1 i=1 *j-1 


亦 即 
Th 一 > G; €;. (4.4) 
作为 上 式 中 的 系数 出 现 的 n? 个 复数 就 完全 描述 了 A 的 作用 . 这 些 数 组 成 的 方 阵 
a11 Q12 "rr Qin 
a21 Q22 "rr Q2n 
Qn] Qn2 "rr Gan 


就 是 A 在 基 B 下 的 和 矩阵， 记 为 (A)p 或 (aij). 
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算 符 及 其 表示 和 矩阵 之 间 的 关系 可 以 叙述 为 ， 相对 于 给 定 的 基 B， 每 一 个 线性 
算 符 A 决定 了 唯一 的 矩阵 (ay) 反之 ， 每 个 矩阵 就 (通过 (4.3) 式 而 ) 定义 了 (m 
一 的 ) 一 个 线性 算 符 . 

一 旦 取 定 一 组 基 B: (ei 02, ,en}, 则 矢量 >= Ser 方程 Az = 0 就 变 


为 齐 次 方程 组 Y oj6 = 0, i= 1,2,…,n. 由 线性 代数 知 , 当 且 仅 当 CA) 的 行列 


RAFN, 齐 次 方程 组 有 非 零 解 . 这 样 我 们 就 能 有 下 面 的 说 法 , 如 果 在 某 一 组 基 中 
det(4)5 = 0, 则 在 任何 基 中 均 为 0，A 是 奇异 的 ; 如 果 在 某 一 组 基 中 det(A)s Z 0, 
则 在 任何 基 中 均 不 为 0，4 是 正则 的 . 能 够 证 明 , 对 于 A 在 任何 基 的 表示 矩阵 , 其 
行列 式 均 有 相同 的 数值 , 因此 我 们 可 以 略 去 det( A) 中 的 下 标 , 而 将 其 写成 det A. 


4.2.2 伴 算 符 与 自 伴 算 符 

设 4 是 Z, 上 的 线性 算 符 ，y 是 固定 的 矢量 , 则 (f, Az) 是 线性 泛 函 ， 它 像 
2. 上 所 有 线性 泛 函 一 样 ,一定 是 连续 的 . Riesz 表示 定理 ?告诉 我 们 , (f, Az) 一 
定 是 m 与 某 个 矢量 g BAS BI 


(f, Ax) = (g, £), VE E Z, . 


显然 g 依赖 于 了 ， 我 们 能 写成 g = AS. 不 难看 出 ，A1 是 线性 算 符 (因而 有 界 )， 
能 由 A 确定 . Al 称 为 4 的 伴 算 符 , 对 于 A, 上 的 一 对 矢量 x,y, 有 


(y, Az) = (Aty, æ). (4.5) 


注意 , (oA)! = o* At, (Att = A. 
S (ai) 和 (aL) 分 别 是 4 和 AT 相对 于 正 交 归 一 基 B : {e1, e2,…,en} DIS 
阵 ， aij = (ei, Ae;), al; = (es, Atej)» 则 
aij = (ei, Ae;) = (Atei, ej) = (e, A'e" = (al), 
即 相对 于 正 交 归 一 基 , 伴 算 符 AT SE (AU) p 称 为 算 符 4 的 表示 矩阵 (4)e 
的 伴 矩 阵 ， 可 以 由 后 者 通过 转 置 加 ( 复 ) JES6 mp 8l: 


al, = at (4.6) 


1j 了 2 
如 果 A = At, 则 称 算 符 4 是 自 伴 的 . 相对 于 正 交 归 一 基 , 自 伴 算 符 的 矩阵 满 
足 关 系 式 
ij = a5. (4.7) 
O Riesz 表示 定理 是 Hilbert 空间 的 基本 定理 之 一 ， 它 告诉 我 们 ,， Hilbert 空间 Z 上 的 有 界线 性 泛 函 
是 相对 于 Z 内 某 个 固定 矢量 的 内 积 : 对 应 于 定义 在 整个 多 上 的 每 个 线性 泛 函 T, 存在 一 个 确定 无 疑 的 矢 
Sa EE T(f) = (四 用, Vf € Z. 
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满足 (4.7) 式 的 矩阵 称 为 Hermite 矩阵， 自 伴 算 符 因而 也 称 为 Hermite 算 符 . 对 
于 Z 中 的 无 界 算 符 , Hermite 与 自 伴 两 个 概念 有 重要 的 区 别 , 但 对 Z, 上 的 算 符 
Wi. 这 两 者 并 无 任何 差别 . 


4.2.3 本 征 值 和 本 征 矢量 
现在 进一步 研究 本 征 值 问题 


Az-Az 或 者 等 价 地 (A 一 MT)x = 0. (4.8) 
按照 定义 , 矢量 0 不 能 是 本 征 矢 量 , 但 =0 可 以 是 本 征 值 , WR Ar = 0 有 非 零 
解 的 话 (因此 线性 算 符 4 是 奇异 的 ). 


本 征 矢量 是 和 本 征 值 相 联系 的 , 满足 (4.8) 式 的 一 个 本 征 矢量 一 定 准确 地 对 应 
于 一 个 和 值 ; 但 对 应 一 个 本 征 值 ，(4.8) 式 可 以 有 不 只 一 个 非 零 解 . 显然 , 如 果 x 
是 与 特定 值 A 相对 应 的 本 征 矢 量 , 则 cz 也 是 对 应 于 同一 个 本 征 值 的 本 征 矢量 ; 如 
果 z 和 wy 是 对 应 于 入 的 本 征 矢 量 , 则 z + 也 是 对 应 于 和 的 本 征 矢量 . 因此 , 对 
应 于 特定 的 和 值 ， 本 征 矢量 的 集合 是 一 个 线性 子 空间 . 这 个 线性 子 空间 称 为 对 应 
于 入 的 本 征 子 空间 . 本 征 子 空间 的 维 数 称 为 和 的 几何 重 数 . 

为 了 计算 A 的 本 征 矢量 和 本 征 值 ， 可 以 任意 选 定 一 组 基 B : {ei, ez,:…,en}. 
矢量 z 就 表示 成 > Cer, 方程 (4.8) 则 变 为 齐 次 线性 方程 组 

(a11 — A)&1 + ar22 + 二 ainén = 0, 


a2161 + (a21 一 入 )52 十 … + Q2nén = 0, 
(4.9) 


Gn1É1 + Qn252 Tec (ann 一 A)En = 0, 


这 里 的 (ay) 是 A 在 基 B 之 下 的 矩阵 . 方程 组 (4.9) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 
其 系数 行列 式 为 0, B] 


ou — À a12 Qin 
azı G2—À >n Q2n 
det(A — AI) = . . . = 0. (4.10) 
Oni an? ttt nn 一 À 


方程 (4.10) 是 和 久 期 方程 ， 出 现在 方程 里 的 行列 式 是 和 的 ”次 多 项 式 (KA 
本 征 多 项 式 ). 久 期 方程 有 n RO (可 以 有 重 根 ,， 根 的 重 数 称 为 代数 重 数 )， 记 为 
An, An, Ae, 方程 (4.10) 能 写成 


(A = A(A - A9) (A - A4) = 0. (4.11) 
@ 这 个 结论 对 xn 上 的 A 并 不 成 立 , 因为 实 系数 多 项 式 可 能 没有 实 根 . 
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把 这 些 根 ( 即 本 征 值 ) 代 回 方程 组 (4.9) F, 对 于 代数 重 数 为 & 的 根 Ao 方程 组 (4.9) 
的 非 零 解 就 是 对 应 于 该 本 征 值 的 本 征 矢量 . 这 样 的 非 零 解 一 定 存在 (换言之 , 方程 
组 (4.9) 至 少 有 一 组 非 零 解 ), 但 独立 的 非 零 解 的 组 数 ( 即 对 应 于 该 本 征 值 的 本 征 矢 
量 的 个 数 ) 不 会 超过 (换言之 , 本 征 值 的 代数 重 数 一 定 大 于 或 等 于 几何 重 数 ). 


4 -1 2 
例 4.5 RA=|5 -1 3| 的 本 征 值 和 本 征 矢量 . 
-1 0 0 


解 本 征 值 和 和 本 征 矢 量 x 满足 Az = An, HI 


AA -1 -21|]|6 
5 -1-A 3||e| =0. 
-1 0 -A| |é 


展开 即 得 
(入 一 1)3 = 0. 


由 此 求 得 本 征 值 — 1， 它 是 本 征 多 项 式 的 三 重 根 , 或 者 说 , 此 本 征 值 的 代数 重 数 
为 3. 但 相应 的 ( 归 一 化 ) 本 征 矢量 只 有 一 个 : 


1 
r= 


De 


3 


1 
—1 
即 本 征 值 的 几何 重 数 为 1. 

在 本 例题 中 ,本 征 值 的 代数 重 数 与 几何 重 数 并 不 相等 . 

当 (4.11) 式 的 全 部 ”个 根 都 不 相等 时 (因此 每 个 本 征 值 的 几何 重 数 均 为 1), 
情况 又 变 得 简单 : 若 mi zx2,… ms 是 分 别 对 应 于 不 同 本 征 值 和 ,和 2,… ,入 的 本 征 
矢量 , 21, zx2,… ,zn 是 独立 的 . 这 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 天 = 1 时 结论 显然 正 
确 ; 剩 下 的 就 是 假设 对 有 -1 个 本 征 矢量 正确 ,然后 证 明 k 个 本 征 矢 量 也 正确 . 将 
算 符 作用 于 方程 azi + azzz ---- - oyxy = 0 上 , 就 得 到 


ohni 十 az2X2Z2 十 …: 十 ak = 0 
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或 
oa Au 一 Àk)mi + Go (Àoə 一 Ar la Tec Qk-1(Àk-1 一 Art 1 = 0. 


因为 按照 假设 , & 一 1 个 矢量 zi x22,… ,Zp_1 独立 , 又 和 jy 一 和 了 0, j= 二 1,2,:…,k 一 1， 
因此 只 能 有 o, = o> =- = aki = 0. 由 此 更 进一步 导出 ak = 0， 所 以 矢量 
in, ,wk 是 独立 的 . 

这 样 , 设 AA n 个 不 同 的 本 征 值 入 ,和 2,… ,An, 相应 的 本 征 矢量 是 mimo... 
zn; 根据 上 面 的 定理 , 这 些 本 征 矢量 是 独立 的 , 因此 构成 基 ， 


4.2.4 Hermite 算 符 

其 本 征 矢量 能 选 作 为 基 的 另 一 类 算 符 是 Hermite 算 符 . 

令 A 是 Hermite 算 符 ， 则 下 列 性 质 成 立 ; 

(1) 对 于 Z^, 中 的 每 个 z，(z, Az) 为 实数 ; 

(2) 本 征 值 为 实数 ; 

(3) 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 矢 量 正 交 ; 

(4) 本 征 矢 量 构成 基 . 

从 82.3 的 分 析 可 知 , 任何 算 符 总 至 少 有 一 个 本 征 值 ， 比 如 说 Ai， 令 相 应 的 本 
征 子 空间 为 .更 ,ni E. Ere, W Az = 入 xz，A 对 .WV 中 任何 矢量 的 作用 
完全 确定 ， Ya 中 的 每 一 个 矢量 都 能 分 解 为 z+y, xE M, y € Lë. 考虑 4 对 
y 的 作用 . A 为 Hermite 算 符 意味 着 (Ay, c) = (y, Az) = Ai(y, z) = 0. 这 说 明 ， 
对 于 Hermite 算 符 , 若 y € (41) WI—5EH Ay € (1). 因此 现在 我 们 就 能 把 
A 看 成 作用 在 n-on 维 空间 (4) 上 的 算 符 . 这 个 算 符 因 此 至 少 有 一 个 本 征 值 ， 
比如 说 >， 相应 的 本 征 子 空间 为 M ma 维 . 注意 . Rail 的 一 部 分 ,所 以 
M 与 AM EX. 现在 考虑 与 .jos 及 A 均 垂 直 的 矢量 的 集合 . 这 个 集合 能 记 为 
(45-45). tlf ze (Mi ra), 则 又 有 Az € (HtA. 因此 我 们 又 能 将 
算 符 4 看 成 作用 在 n 一 nj 一 nz 维 空间 (Ath 上 的 算 符 , 它 至 少 有 一 个 本 征 
Ë, A, 具有 本 征 子 空间 A3, ns HE. 本 征 子 空间 S 是 C4 r6) 的 一 部 分 . 如 
此 继续 , 直到 (thot t 为 空 集 . 我 们 因此 就 能 构造 出 A 的 个 本 征 值 
Au, Ae, Ar, 各 自 的 几何 重 数 为 m n2, nk. 因为 只 有 到 (Z +. +. +.) 
为 空 集 时 这 个 过 程 才 会 终止 , 所 以 m nani n. 

上 面 的 结果 能 总 结 为 : 

定理 4.4 $ A 为 Hermite FI, MWEE k 个 (1 < k < n) 不 相等 的 实数 
Au, Ae, Ar 以 及 上 个 本 征 子 空 间 Leo, S 它们 具有 下 列 性 质 : 

(1) ee éi 则 Az = 和 yw, 即 每 个 入 都 是 4 的 本 征 值 , 相应 的 本 征 子 空 
SÉ? 

(2) 本 征 子 空间 两 两 正 交 , 即 若 m Eki yc. i j, 则 (my) = 0. 
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(3) Z, 中 的 每 个 矢量 > 都 能 用 一 种 方法 并 且 只 有 一 种 方法 分 解 为 e= zl + 
k 
zat tee 其 中 z; € .Z. # n, 是 .Wi DER. 则 > ma = n. 


[E 
(4) 本 征 值 入 ,和 2,…, 和 x 和 相应 的 本 征 子 空间 Ai ti 由 A 唯一 确 
定 (次 序 除 外 ). 


84.3 ”Hilbert 空间 中 的 线性 算 符 


RE Hilbert 空间 的 定义 中 并 不 排斥 有 限 维 空间 , 例如 上 一 节 讨 论 的 n 维 西 空 
|] Za 但 是 , 或 许 值 得 更 关心 无 穷 维 Hilbert 空间 , 特别 是 因为 这 时 会 出 现 无 界 算 
符 . 其 后 果 之 一 就 是 ， 自 伴 算 符 一 定 是 Hermite 的 , 但 Hermite 算 符 不 一 定 自 伴 . 
43.31 HS 

先 讨 论 定义 在 整个 Hilbert 空间 Z 上 的 有 界线 性 算 符 A. 考虑 (y, Az). 其 
中 y 是 这 中 国定 的 元 素 , z TURR Z 中 的 所 有 值 . 显然 (y, Az) 是 关于 c 的 
有 界线 性 泛 函 . 按照 Riesz 表示 定理 , 存在 一 个 完全 确定 的 元 素 o, 使 得 


(y, Az) = oni, YEZ (4.12) 


元 素 g 依赖 于 y 的 选取 . 我 们 写成 g = Ay, 其 中 At 是 定义 在 整个 多 上 的 线 
性 算 符 . SERE Al 称 为 4 BERI, A AR, H |A| = LAT. 80A m d y d& X 
中 的 任意 两 个 矢量 , 我 们 有 


(y, Az) = (Aty, x). (4.13) 


如 果 A 是 定义 在 线性 子 空间 ZA 上 的 无 界线 性 算 符 ，2Ga 在 多 PAEO. < 
y 是 Z 中 国定 的 元 素 , 考虑 (y, Aa), 其 中 z 取 遍 整个 Ga. 对 于 A PHI eK 
说 ，(y, Ax) 也 还 是 线性 泛 函 (可 能 无 界 ). 对 于 某 些 y, 也 还 能 写 出 


(y, Az) = (g, x), Vz € Za. (4.14) 


使 (4.14) 式 对 于 Za 中 的 所 有 z 均 成 立 的 元 素 对 (yg) 称 为 容许 对 . 显然 g 依赖 
T y. 为 了 描述 g 与 y 之 间 的 联系 , 我 们 首先 可 以 确认 ,如 果 (4.14) 式 对 两 个 不 
同 的 元 素 g, 和 g, 均 成 立 , 则 对 于 Za 中 的 所 有 =, 都 应 有 (9:795, £) = 0. 因为 
A 在 多 中 稠密 , 所 以 能 够 断定 g, - ga = 0. 因此 , 对 于 给 定 的 y, 最 多 只 能 有 
— g 使 (4.14) 式 成 立 . 现在 考虑 使 (4.14) 式 成 立 的 所 有 矢量 y 的 集合 , 则 存在 


@ 即 Za BE ZA = ZX. 
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相应 的 矢量 g 的 集合 ,这 两 个 集合 之 间 的 对 应 关系 ,能 表示 为 g = Ay, 其 中 Af 
是 4 的 伴 算 符 . A! 有 完全 确定 的 定义 域 Zas 它 至 少 含有 0 矢量 ， 因 为 


(0, Az) = 0 = (0,z), Vz € Za. 


和 (4.14) 式 相 比较 , 我 们 看 到 (0,0) 是 一 个 容许 对 . 因此 0 € B41，A10 = 0. 如 
R ze Za, g € Zo WA 


(y, Az) = (Aty, z). (4.15) 


容易 看 出 A! 是 线性 的 . 
下 面 列 出 伴 算 符 的 一 些 有 用 的 性 质 : 


且 4= A'f. 


4.3.2 自 伴 算 符 与 Hermite 算 符 
定义 4.3 3$ A — 4i,' 则 称 此 算 符 自 伴 . 其 充分 必要 条 件 是 
(1) Da = Dats 
(2) 对 于 Za 中 的 任意 m, Ax = Ala. 
定义 4.4 如 果 对 于 全 在 Za 中 的 任意 一 对 元 素 (x,y) 


(y, Az) = (Ay, £), (4.16) 


则 A 为 Hermite 算 符 . 

如 果 A Æ Hermite 的 , 则 (y, Ay) 是 容许 对 , 因此 y€ oun, B Aty = Ay. 
这 样 , 如 果 A 是 Hermite 的 , 则 At 2 A. 另 一 方面 , 如 果 A! 2 A, 则 只 要 w 和 yy 
均 在 Za 中 , 我 们 就 有 (y, Ax) = (Aty, x) = (Ay, 2). 因此 A 是 Hermite 的 . 所 
UA, A 是 Hermite 算 符 的 充分 必要 条 件 就 是 A! 2 A. Hermite 算 符 是 自 伴 算 符 的 
充分 必要 条 件 是 Zai = Za. 对 于 无 界 Hermite 算 符 , 常常 遇 到 Zà E Z, X, 
因而 不 是 自 伴 算 符 . 

车 Hermite 算 符 定义 在 整个 Z 上, 则 Za = ZÀ = A 因此 变换 是 自 伴 的 . 
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下 面 的 例子 有 助 于 弄 清楚 上 面 的 讨论 . 
例 4.6 设 Az = tz(t), Z= 747 (0,1). A 的 定义 域 是 整个 Z 对 于 多 中 的 
任意 两 个 元 素 m, y. 考虑 (y, Ac). 则 


1 1 
(Am - [ [stat f zy to)at = (A'ya), 


其 中 Aty -ty(t). 因此 4= A', A 是 自 伴 的 . 
例 4.7 W Ae = [ s()ds, Y= .249(0.1). IE A 是 有 界 的 , 定义 在 整个 
Z E. 令 z 和 y 是 六 的 两 个 元 素 , 则 


nai = Í | f mara f a| f ratas 


- / "Ae | f ' ural Ae = (Aly, 2), 
其 中 Aly = [ wo dt. 显然 A 不 是 Hermite 算 符 . 


$4.4 dE Hermite SS 


例 4.8 设 在 空间 ZO(-11) 上 定义 有 一 阶 微分 算 符 ki Ë Si 其 定 
义 域 中 的 元 素 z = z(t) 满足 


z(t) 绝对 连续 ， se ZO), . z(1)# 3, 


因为 
1 1 
IR vi gira L-Py()sQ)| -人 ET 1 — t? y(t)|z(t) dt, 
所 以 , 根据 


(y; Kz) = (Ky, x) 
的 要 求 ， 我 们 可 以 求 得 K 的 伴 算 符 


d d t 
+ 一 2) — -gp 
K ai 1— t?) v1-t a ^ AE 


且 其 定义 域 由 满足 
y(t) 绝对 连续 ， y(t) EZP) — yC-1) 85 


的 函数 y(t) AR. 显然 , K 或 Kt 都 不 是 Hermite 算 符 . 
再 来 讨论 本 征 值 问题 Kx = 和 Ax. 直接 解 微分 方程 
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JIPE aas 


dt 

可 以 求 得 

z(t) — Cexarcsint 
因为 对 于 任何 和 值 , 此 函数 丝 有 界 , 所 以 此 本 征 值 问题 有 解 : 本 征 值 A 为 任意 实 
数值 ?, 而 上 式 中 的 z(t) 即 为 本 征 函 数 . 

可 以 类 似 地 讨论 本 征 值 问 题 Kiy = Ay. 由 于 方程 
d 
Send 1- y) = Ày 


的 解 为 C 
y(t) — e^ arcsin t 


vi-t? 
因此 , 无 论 和 取 何 值 , y(-1) 均 无 界 . 这 说 明 此 本 征 值 问题 无 解 . 这 个 例子 不 外 平 
印证 了 下 面 的 普遍 结论 : JE Hermite 算 符 的 本 征 值 , 可 能 有 解 ,也 可 能 无 解 . 
值得 注意 的 是 ,从 非 Hermite SERE K 出 发 , 可 以 定义 出 两 个 Hermite 算 符 


KL= KK,  Kg-KK! (4.17) 
Ki 和 Kr 分 别称 为 KINFZEBURUSEST. 而 且 , 因为 
(x, Kı £) = (æ, K' Kx) = (Kz, Kx) = | Kæ’, 
(x, Kræ) = (æ, K K'x) = (Kloe Kry) = | &'a|P^, 


所 以 Ki 和 Kg 都 是 非 负 算 子 , 因此 一 定 有 非 负 本 征 值 . 
现在 证 明 K, 和 Kg 有 相同 的 非 零 本 征 值 , 尽管 它们 的 本 征 函数 可 以 不 同 . 设 
v 是 Ki 的 本 征 函 数 , 相应 的 本 征 值 为 正 数 X2, BI 


Krv = Ki Kv = Mv, (4.18) 


Jl] u = Kv 一 定 是 Kr 的 本 征 函 数 (条 件 是 Ku Z 0. Bl A z 0), 对 应 于 同一 个 非 
零 本 征 值 X2, 


Kru = KrKv = KK'Kv —KKiv = MKv — Mu. 
类 似 地 , 如果 u 是 Ka 的 本 征 函 数 , 对 应 于 本 征 值 AT, 


Kru= KK'u = Xu, (4.19) 


@ 若 限制 在 空间 Jim E, 则 本 征 值 A 为 任意 复数 . 
@ Kr 和 KR 的 定义 域 显然 不 同 于 K 及 Kt, 但 原则 上 又 应 该 可 以 由 FK 及 Ft 的 定义 域 导出 . 
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则 v= K'u 是 Ki 的 本 征 函数 (条 件 是 Kiw 冯 0), 对 应 于 非 零 本 征 值 X2. 这 样 就 
证 明了 K, 和 Ka 有 相同 的 本 征 值 , 而 且 显 然 本 征 值 的 简 并 度 也 相同 . 将 Hermite 
算 子 Kr 的 非 零 本 征 值 ( 见 (4.19) Ñ) 记 为 {和 2}， 由 小 到 大 排列 ， 相应 的 正 交 归 一 
本 征 函 数 为 fun}， 则 可 定义 


Us = Kinn (4.20) 
它们 是 Ki 的 正 交 归 一 本 征 函 数 ， 
1 t tyy l t 
(Um, Un) = -- (K'um, K'un) = s (um, K K'u,) 
Àn 
= X Um Un) = ÜÓmn. 


由 于 Kr 和 Kg 具有 同样 的 非 零 本 征 值 , 且 简 并 度 也 完全 相同 , 因此 K 的 本 征 
函数 (对 应 于 非 零 本 征 值 ) 就 全 都 包括 在 (4.20) 式 中 . 更 准确 地 说 , 如 果 o 是 K, 
的 ( 归 一 化 ) 本 征 函 数 ， 对 应 于 非 简 并 的 非 零 本 征 值 , 则 % 一 定 就 是 (4.20) 5X; 如 
果 w 是 Ky 的 本 征 函数 , 对 应 于 简 并 度 为 k 的 非 零 本 征 值 , 则 v 一定 是 (4.20) 式 
中 的 个 正 交 归 一 本 征 函数 (对 应 于 该 本 征 值 ) 的 线性 组 合 . 

反之 , 如果 我 们 从 Kz 的 (对 应 于 非 零 本 征 值 的 ) 正 交 归 一 本 征 函 数 集 {vn} 出 
发 , 则 集合 Í 

Un 


是 Kr 的 正 交 归 一 本 征 函数 集 , 对 应 于 Ka 的 全 部 非 零 本 征 值 . 
继续 讨论 例 48. 显然 算 符 K 的 左 释 积 和 右 全 积分 别 是 


KL = -£ H 一 ej 


1 
Un 一 过 Ko | (4.21) 


i Ee SS (viz) - -[S]a- 8] - iab 


dt dt 


它们 的 定义 域 由 满足 边界 条 件 z(+1) 有 界 的 函数 组 成 ?. 关于 Ki 的 本 征 值 问 题 ， 
大 家 非常 熟悉 : 它 正 是 Legendre 方程 在 上 述 有 界 条 件 下 的 本 征 值 问题 , 其 解 为 


本 征 值 A2 = n(n + 1), n=0,1,2,.., 
本 征 函 数 (未 归 一 化 ) v(t) = P, (t): 
@ HRV Kr 的 定义 域 应 由 满足 


z(t) 绝对 连续 ， zx,zx'€ 211, ` z(+1) 有 界 
的 函数 z(t) 组 成 . 
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而 通过 直接 的 计算 , 就 可 以 证 明 
un = Kv, = v 1 — t2 Pat = —Pl(t) 


是 Kg 的 (未 归 一 化 ) 本 征 函 数 : 


Ka un(t) = s D geb - ica] 


— n(n 4- 1) P1(t), n21,2,8,.... 


k H 4162, K, 和 KR 有 完全 相同 的 非 零 本 征 值 . 
类 似 地 , 可 以 求 得 
d m 


的 伴 算 符 à " 
kt = ll IDE 
它们 的 定义 域 同 例 4.8. CS E ges X iH r n 


d d m? 
E t — 2 
Kı = KİK = EI es Zait 


关于 它 的 本 征 值 问题 ， 正 是 连带 Legendre 方程 在 有 界 条 件 下 的 本 征 值 问题 ， 解 为 


本 征 值 A =n(n+1) n=mm+i+l,m+2,.., 
本 征 函 数 (未 归 一 化 ) vnlt) = P(t). 
同时 , TG 


m 


v1-t? 


Kr = KE! = ( 1—t2 二 好) — 


d m d 
1 lier 
d d m? 1 2mt 
--Ix|c- 93 Tap re 1- Ë 
d d (m + 1)2 2m 
--lx É eys 1-£ ) I-t 
其 (未 归 一 化 ) 本 征 函 数 则 应 为 
us(t) = Ku (0) vi P Er (t) T pm(t) 


dt vil" 
1 


= Urge * DERO "in =m DPP. O] = mPz(]. 
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也 可 以 通过 比较 繁复 的 计算 , 来 直接 验证 
Kg un(t) = n(n + 1)u, (t). 


fi 4.9 再 来 讨论 Bessel 方程 的 本 征 值 问题 


: "IÇ x) T (e _ 所 jzg = 0, (4.22a) 
z(0) HJ, ^ z(1) = 0. (4.22b) 


我 们 知道 ， 这 个 本 征 值 问题 具有 正 交 权 函数 t. 为 了 消去 权 函 数 , 或 者 说 希望 变换 
为 权 函 数 p(t) = 1, 可 作 因 变量 变换 


w(t) = à"? z(t), 


于 是 本 征 值 问题 即 变 为 
Zou y? 一 
y ( 2 _ z ei = 0, (4.23a) 
w(0) — 0, w(1)- 0. (4.23b) 
我 们 可 以 定义 算 符 
d v+1/2 
K =- — ) 
dt t 
它 的 定义 域 由 满足 


z(t) 绝对 连续 ， xez (0,1) zx(0)=0 
的 函数 z(t) 组 成 ; 直接 计算 能 够 求 得 
_ d uv+1⁄2 
天 一 -让 -一 
其 定义 域 中 的 函数 y(t) 则 应 满足 


y(t) 绝对 连续 ， ye (0,1)， — v1) -0. 


由 此 定义 的 左 苑 积 
xig. (8 rt/ /ad _u+1⁄23 (d^ w-1/4 
m, ce (serm e) m) 
它 的 本 征 值 问题 正 是 (4.23), 所 以 
本 征 值 A2, n—1,2,8,--., 


本 征 函 数 (未 归 一 化 ) — v (0 = tJ (Ant), 
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其 中 An 是 J,(t) 的 第 个 正 零点 . mH K K K 定义 的 右 登 积 则 为 


d2 v - 1/2)(v + 3/2 
a wer. Joan, 


GEO EE 
un(t) = Ku, (t) = S [23 s) - t May, Qa) 
— —Àn 073, (t), 


直接 计算 就 能 验证 它 的 本 征 值 ; 


Krunt) = | 2 (v + ay + Sall "o 


2 v 2 
= À. E 一 lan 
= =A 023, (Ant) = Must). 
下 面 举 一 个 Kr 与 Kr 有 共同 本 征 函 数 的 例子 . 
Bj 4.10 Æ z(t), y(t) 均 绝 对 连续 ， 且 在 (—co, oo) 上 平方 可 积 的 条 件 下 ， 容 


易 看 出 ` uu 
f ve ioa | satt - Za 

因此 t d t d 

Kann 与 K-23 
互 为 伴 算 符 . 定义 Ka = KK', Ki = K'K, 直接 计算 可 以 得 出 

Kp 一 Kr = I, 
其 中 I 为 恒 等 算 符 . 因此 , 如 果 ult) 是 Ki 的 本 征 函 数 ， 即 
Ku = Au, (4.243) 


则 它 也 是 Kr 的 本 征 函 数 : 

Kru = (Kr + Du = (À + 1)u. (4.24b) 
不 难 发 现 , (4.24a) 或 (4.24b) 式 也 就 是 大 家 熟悉 的 一 维 谐振 子 的 本 征 值 问题 . 例如 ， 
我 们 可 以 将 本 征 值 问题 (4.24a) 改写 为 


d?u 1 2 
- (A ) = 0, 
àg ^ 3-1) 


u(t) € ZË) (—oo, oc), 


它 的 解 就 是 


110 第 四 章 ”线性 算 符 理论 初步 


本 征 值 As = n, n—0,1,2,-.., 
本 征 函数 (未 归 一 化 ult) = "m. (77). 
其 中 H,(£) 是 Hermite 多 项 式 . 重新 写成 算 符 方程 的 形式 , 就 是 
Krus =nua Krun — (n + 1)un. (4.25) 
再 进一步 ， 因 为 
Ki(K' un) = (K'K)(K' un) = K'(KK)x, 
= KI (Krun) = K! (n+ Lun = (n+ D)(K' un), 
这 说 明 Kiu, 也 是 Kz 的 本 征 函数 , 本 征 值 为 n+1. 于 是 
Ku, = anunt1, (4.26) 
其 中 a 为 常数 . 所 以 KC 相当 于 谐振 子 的 上 升 算 符 . 同样 ， 
Kr(Kun)= (KK')(Ku,) = K(K'K)u, 
= K(K,w,) = K (nun) = n(K un), 
这 说 明 Ku, 也 是 Ka 的 本 征 函 数 , 本 征 值 为 n. 于 是 
K un = Bnun-1, (4.27) 


其 中 B 也 是 比例 常数 . K 相当 于 谐振 子 的 下 降 算 符 . 更 进一步 , 利用 (425) X. 
我 们 还 能 导出 比例 系数 an 与 B, 之 间 的 关系 式 : 
Kr un = (K'K)u, = K' (Kun) = K'(B,u, 3) 
一 B, (Ku 1) = Data -ltun = NUn, 
即 
an_10n = n. 

事实 上 , 代入 K K u, 的 具体 表达 式 , 并 进一步 应 用 Hermite 多 项 式 的 递 推 关系 ， 
就 有 

2 dt dt ^ 


e 


Kun = (5 ñ Sms NC XI. (+) 
t 
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所 以 就 可 以 求 得 
= V2n, 
进而 导出 ; 
Qn = VE 
还 可 以 讨论 算 符 反 和 Ki 本 身 的 本 征 值 问题 . 对 于 算 符 天 ,由 微分 方程 
T + zz = = AT, 
可 以 求 得 通 解 


z(t) = Ce- (6-234. 


因此 , 对 于 任意 实数 值 A9. X (0) 均 平 方 可 积 . 这 时 本 征 值 构成 连续 谱 . 而 对 于 
算 符 K1, 因为 微分 方程 


-24 ub = Az 
的 通 解 为 
z(t) = Cet ?9*/A. 
因此 本 征 值 问题 无 解 . 


e 车 限制 在 空间 zo (Loo. oo) 上， 则 本 征 值 和 可 为 任意 复数 . 
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本 章 的 讨论 以 二 阶 线性 微分 算 符 (或 称 二 阶 线性 微分 变换 ) 为 主 , 但 有 关 结 论 


不 难 推广 到 一 般 的 线性 微分 算 符 , 例如 一 阶 或 高 阶 线性 微分 算 符 . 


85.1 ”线性 微分 算 符 


5.1.1 二 阶 线性 微分 算 符 及 其 伴 算 符 
定义 5.1 (关于 函数 y(z) B) 二 阶 线性 微分 式 为 


ly = poy” + py + poy, 
而 


a? d 
l = polz) 3 *n(z) + po(z) 


称 为 二 阶 线 性 微分 算 符 , 其 中 系数 po(z) 及 mi (z), p» (2) 均 为 实 连续 函数 . 


容易 验证 , 算 符 1 是 线性 算 符 , ED 
Lion + 0393) = ail yi + azl ya. 
采用 上 述 记号 , 可 以 将 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 
poy” + pi + pay = 0 


简写 成 
ly = 0. 


定义 5.2 二 阶 线性 微分 式 
Uu = [po(z)y]" — (psy)! + pa (z)u(z) 


称 为 ly 的 伴 式 . 相应 地 , P 就 是 LISTER. 
直接 分 部 积分 即 得 


b b 
f etadée = Qan. yp + Í (ityz) yi dz, 


Hop ; 
Qly y2) = 区 (yz — 2) + (pi 一 pow]. 


(5.1) 


(5.2) 


(5.3) 
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是 yy 和 yz 的 双 线性 式 . 或 者 引进 内 积 记号 


b 
usw) = f yzyıdz, (5.7) 
则 (5.6a) 式 可 以 写成 
(uzly) = Qi, y2) + (y2, y1) (5.6a/) 


上 述 有 关 线 性 微分 算 符 及 其 伴 算 符 , 均 应 定义 在 一 定 的 函数 空间 上 . 换言之 ， 
这 些 算 符 都 应 有 各 自 的 定义 域 . 例如 ， 相 对 于 线性 算 符 1， 比较 苛刻 的 要 求 是 y(z) 
(在 区 间 (a,b) 上 ) 具有 二 阶 连续 导数 . 这 个 要 求 可 以 放宽 到 poy" 及 piy 分 段 连续 ， 
E y(z),y (zx) 及 y'(z) 平方 可 积 . 对 于 算 符 Li， 也 可 作 类 似 讨论 , 特别 是 , LA C 
的 定义 域 可 以 不 尽 相同 . 
5.1.2. 常 微分 方程 的 齐 次 边 值 问题 

为 了 求解 微分 方程 , 还 需要 有 适当 的 边界 条 件 . 对 于 二 阶 线 性 常 微分 方程 (5.4) 
来 说 , 相应 的 齐 次 边界 条 件 可 以 写成 


ally(a) + al2y (a) + o33y(b) + oa (b) = 0, (5.8a) 
0219(a) + azzy (a) + az3y(D) + œz4y' (b) = 0, (5.8b) 
或 者 简写 成 
Ui(y)-20,  Uxy)-0. (5.8c) 
其 中 
Ui(y) = ayla) + oan (a) + aisy(b) + onay' (b), (5.9a) 
Uz(y) = aoly(a)] + az2y' (a).+ oəsu(b) + azsy’ (b). (5.9b) 


这 样 的 边界 条 件 涵盖 了 我 们 熟悉 的 第 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 及 周期 条 件 . 
方程 (5.4) 及 边界 条 件 (5.8) 就 构成 了 常 微分 方程 的 边 值 问题 


poy” + Piy 二 Day = 0, (5.10a) 
ally(a) + azy’ (a) + aisy(b) + aray (b) = 0, (5.10b) 
0219(2) + a22y' (a) + oaay(b) Los (b) = 0. (5.10c) 


边 值 问题 (5.10) 显然 有 零 解 y(z) = 0. 我 们 关心 的 是 此 边 值 问题 的 非 零 解 . 设 方程 
(5.4) 的 通 解 为 
u(z) = cu (z) + cay2 (z), 
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代入 齐 次 边界 条 件 (5.8)， 即 得 
cU, (1) + c2U1 (y2) = 0, 
ciUs Qi) + esUs (ya) = 0. 
于 是 , 常 微 分 方程 边 值 问题 (5.10) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 


Ui(wi) Ui(w2) 
U»(yi) U»(y2) 


由 于 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 , 因此 , 非 零 解 存在 但 不 唯一 ; 如 果 (x) Res, ml 
cy(z) 也 一 定 是 解 . 
还 可 以 引进 线性 算 符 工 ， 而 将 齐 次 边 值 问题 (5.10) 简写 成 算 符 形式 


Ly = 0. (5.10!) 


它 既 包括 了 齐 次 常 微分 方程 1y = 0, 还 包括 了 齐 次 边界 条 件 U, (y) = 0, Uzly) = 0. 
特别 是 , 有 


=0. (5.11) 


b b 
J yz Lyidx -f yolyidz, 即 (y2, Lan) = (y2, LY). 


需要 说 明 , 纯粹 作为 二 阶 线性 微分 算 符 的 定义 , (独立 ) 边界 条 件 的 数目 可 以 不 
是 两 个 , 可 多 可 少 , 甚至 也 可 以 没有 ,只 不 过 在 边界 条 件数 目 过 多 的 情况 下 ,相应 
齐 次 微分 方程 的 边 值 问题 就 只 有 零 解 . 
5.1.3 L 的 伴 算 符 与 伴随 边界 条 件 

定义 5.3 若 对 于 任意 函数 Vi y2: 等 式 


b b 
J simis = f (L'y)) wdz, | Bü ` Gs, Eyi) = (L'y) (5.12) 


ERX, 则 称 算 符 L 为 工 的 伴 算 符 . 
对 照 等 式 (5.6a) 可 见 , 作为 伴 算 符 的 定义 , 它 必 须 有 


d'(poyo) ` d(pıy2) 
L, — rt, _ 072 D1ya 
L'y = ly dz? dz 


+ pa(z)ua(z), 
且 还 需 满足 适当 的 边界 条 件 , 使 得 
Qi. y3) = 0. (5.13) 
AIC ws 所 应 满足 的 边界 条 件 , 原则 上 可 以 将 y 所 满足 的 边界 条 件 


un (y1) = 0, Ua(yı) =0 (5.8) 
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代入 (5.13) 式 ， 而 后 设法 分 离 出 对 y 及 其 导数 的 限制 条 件 . 更 好 的 做 法 "是 , 在 
(5.9) 式 之 外 , 再 任意 定义 两 个 独立 的 关系 式 2 


Us(y1) = oan (a) + oss (a) + o3s3n(b) + œ34y; (b), 
Us(y1) = asiy (a) Loan (a) + aayi (b) + œsayi (b) 


与 (5.9) 式 联 立 , 可 以 解 出 yi (a), yila) 及 y (b), yi (6) (用 Uiu) i= 1,2,3,4 表示 )， 
而 后 代入 (5.13) 式 ， 从 而 整理 得 到 


QB) = Us(y1)Va(y2) + Uo(y1)Va(y2) + Us(yi)Va(y2) + Ua(y1) Vi (y3) = 0. 
考虑 到 (5.8) 式 , 所 以 , 作为 伴 算 符 L'y» 的 定义 , 必须 满足 边界 条 件 
Vi(y)=0, VW(y)=0, (5.14) 
FRA (5.8) 式 的 伴随 边界 条 件 . Vily) A Valy) 都 是 y RER, 所 以 上 式 能 改写 成 
Vr(y) ^0, Vz(y)=0. 
特别 是 ， 如 果 式 中 的 系数 均 为 实数 , 则 又 有 
Vi(y)=0, Va(y2)=0. (5.14’) 
vp ”评述 ”特别 提醒 : 在 伴 算 符 的 定义 ( 即 (5.12) X) P, M L 与 其 伴 算 符 L 
原则 上 可 以 有 不 同 的 定义 域 
例 5.1 W Ly 满足 第 三 类 边界 条 件 
Ui(ji) = ayı (a) + Bu (a) = 0, (5.15a) 
U2(y1) = o2yi(b) + B2y1 (b) = 0, (5.15b) 
其 中 系数 03,05, p1, fo 均 为 实数 , 不 妨 再 补充 定义 
Us(y1) = yıla) (b), ` Ua) = yi (a) — (b), 
解 之 得 
(a) = A (Ufo — Da, ~ Daf ~ Us fo). 
o 这 个 做 法 的 合理 之 处 ， 应 该 在 于 由 此 得 到 的 限制 条 件 ( 即 伴随 边界 条 件 (5.14) 式 ) 与 增补 的 关系 式 无 
X. 增补 的 关系 式 形式 不 同 , 只 不 过 给 出 (5.14) 式 的 不 同 线性 组 合 . 


O 就 二 阶 线性 微分 算 符 而 言 ， 如 果 原 来 算 符 定义 中 的 边界 条 件 不 是 两 个 ， 则 现在 补充 的 边界 条 件 的 数目 
也 需 作 相应 的 调整 , 使 得 边界 条 件 的 总 数 仍 为 4. 
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1 
yi(a) = at- Uia + Uso + Usono2 + U40165), 
yı(b) = A "më U2B1 — Uson B — Usffi b2), 

1 
yi(b) = a — Dos + U5o, + Hoos + U402/5), 


其 中 
al ñ 0 0 


0 0 o B 
A= 1 O B N = of — az01 x 0. 
0 1 0 —1 


代入 (5.6b) 式 ， 即 得 
Qly, y2) = T {polo)| ) ezuz(a) + &2u2(a)] — po(b) [azy2(b) + Saa (A) 
— Ba[pı (a) — pola)] v(a) + Ba [p1 (b) — po (b)]sə (0) ) 
T+Al pola) [oya(a) + Pi (a)] + po(b) [eig2 (b) + ñ (b)] 
+A [ps (4) — pi (2)] us (a) — ñ [p1 (b) — side) 


+ A[- po(a)o [e1ys(a) + &y5(a)] + po(b)o. Pn + B2y3(b)] 
+ oi [pi (a) — polo)]y2(0) — o [ps (b ya(b)} 
+a po(a)0 [oiy2(a) + &1y5(a)] + po(b)8 W. 十 oz 人 | 


+ B Ba [pi (a) — p (2)] va (a) — B162 [ps (b) — p0(b)]o (9) )- 
这 样 , 对 应 于 (5.15) 式 的 伴随 边界 条 件 就 是 
Vis) -0, Vam) = 0, 
其 中 


Vi (y2) = — po(a)82 [oyz(a) + Buuy(a)] + po(b)&i [e2u2(b) + 85 (b)] 
+ Gr [pi (a) — po (a)] ua (a) — B182 [px (b) — M )]va(5) 

一 一 baf pola )[oayz(a) + &1y5(2)] + [pi (b) (b) uo (b )) 

+ ñ [po (0) [eoo (b) + Bo (0)] + [pi (a) — M 


Va(y2) = — po(a)o2 [onyz(a) + Piys(a)] + po(b)on [ow2 (b) + 825 (b)] 


85.1 ”线性 微分 算 符 117 


+ ona [px (a) — po (a)|ua (a) — oa [px (b) — 26 (] v2 (0) 
= —o2{pola) [orya(o) + fius (0)] + [> (b) — sit uo (b) } 
+ o) [po (b) [asus (b) + Ga + [pi (a) — pola)] ppo (a) )- 
或 者 等 价 地 ,将 上 述 伴随 边界 条 件 重新 组 合成 


po(a) [lary (a) + Au,(a)] + [p (b) — po(b)] uyo (b) = 0, (5.16a) 
po(b) [o2ya(b) + B2y2(b)] + [pi (a) ~ po (a)] 82y2(a) = 0. (5.16b) 
在 介绍 了 微分 算 符 的 伴 算 符 概念 后 ， 同 样 可 以 进一步 讨论 微分 算 符 的 自 伴 性 
与 Hermite FE. 这 相当 于 .4.3.2 小 节 内 容 在 微分 算 符 条 件 下 的 应 用 , 不 再 重复 . 只 
是 值得 强调 , 所 谓 算 符 的 自 伴 性 ， 当然 应 当 包 括 两 部 分 的 含义 : 既 包 括 相应 的 微分 
表达 式 相 等 , BH 1 = P, 也 包括 相关 的 边界 条 件 
Uy)=0 WW)=0 5  W(y-50, Wy)=0 
互相 等 价 , 或 者 说 , 边界 条 件 自 伴 . 
例 5.2 € 4 4 
ly = t [p +e, (5.17) 
即 相 当 于 (5.1) 式 中 的 po = p(x), pi = ph, pa = q(z), H (5.5) 式 即 可 证 得 


2 / 


如 果 边 界 条 件 仍 为 (5.15)， 则 伴随 边界 条 件 (5.16) 与 (5.15) 完全 相同 . 因此 ， 由 
(5.17) 及 边界 条 件 (5.15) 所 定义 的 二 阶 线性 微分 算 符 L 就 是 自 伴 算 符 . 


5.1.4 线性 微分 算 符 的 本 征 值 问题 
定义 5.4 如 果 在 算 符 L 的 定义 域 上 存在 非 零 函数 yz) 使 得 


Ly = Ay, (5.192) 

或 者 等 价 地 写成 
ly = An, (5.19b) 
Ui(y)-0,  U(y)=0, (5.19c) 


则 常数 和 就 称 为 线性 算 符 L 的 本 征 值 , 函数 y(z) 就 是 算 符 L 对 应 于 本 征 值 A 的 
本 征 函 数 . 
假设 方程 (5.19b) 的 通 解 为 


u(z) = cui (z, À) + coy2 (7, À), 
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代入 边界 条 件 (5.19c), 有 


eh (yı (a, 入 )) 十 cəUo (y2(a, A)) = 0, 
ef, (yı (b, à)) + e (y2(b, A)) = 0. 


由 此 , y(z) Z 0 的 充分 必要 条 件 是 


_ |U (yı (a, A)) Uz (y2(a, A)) 
A(A) = Ga Al ben Ai)" 0. (5.20) 

AO) 称 为 线性 算 符 工 的 本 征 行列 式 . (5.19) 式 表 明 , 本 征 值 入 就 是 本 征 行列 式 A (A) 
的 零点 . 按照 常 微分 方程 的 解析 理论 ， 可 以 知道 , 对 于 [a,b] 中 的 任何 z 值 ，y(z) 
是 参数 入 的 整 函数 . 因此 , 本 征 行 列 式 AQ) 也 必然 是 和 的 整 函数 . 于 是 , 根据 复 
变 函 数理 论 , 我 们 必 将 面临 下 列 情形 之 一 : | 

(1) 本 征 行列 式 A(A) 无 零点 ， 本 征 值 问题 (5.19) 无 解 . 换言之 , 对 于 任何 A 
值 , 本 征 值 问题 (5.19) 都 只 有 零 解 . 

(2) 本 征 行列 式 A(A) 恒 为 0, 因此 任何 A ERE L 的 本 征 值 . 

(3) 本 征 行列 式 AQ) 有 可 数 个 零点 (换言之 , SERE 工 有 可 数 个 本 征 值 ): 可 以 
有 有 限 个 零点 , 也 可 以 有 无 穷 多 个 零点 ; 而 且 , 在 有 限 远 处 只 有 有 限 个 零点 , 在 有 
限 远 处 没有 聚 点 (极限 点 ). 

”作为 本 征 值 问题 (5.19) 的 解 ， 本 征 值 是 本 征 行列 式 AQ) 的 零点 ,零点 的 
阶 数 也 没有 任何 限制 . Tf EL. 对 于 给 定 的 一 个 本 征 值 A, 一 定 能 求 得 关于 cc 的 
非 零 解 . 换言之 , 一 定 能 求 得 相应 于 本 征 值 X 的 本 征 函 数 . 这 样 的 (线性 无 关 的 ) 
本 征 函 数 , 最 多 只 能 有 两 个 (因为 涉及 的 是 二 阶 常 微分 方程 ), 或 者 说 , 本 征 值 问题 
(5.19) 的 简 并 度 最 多 为 2. 

下 面 不 加 证 明 地 给 出 关于 伴随 本 征 值 问题 的 几 个 结论 : 

(1) 如 果 和 是 线性 算 符 L 的 本 征 值 , 则 A* 是 伴随 算 符 Lt 的 本 征 值 . 

这 个 结论 说 明 , 如 果 Lyle, A) = Ay(z A). Wl] Hais, Ai = A*y(z, An). 难点 在 
于 证 明 y(z, X*) 满足 相应 的 伴随 边界 条 件 . 

(2) 如 果 对 应 于 本 征 值 , FERT. LA p 个 本 征 函 数 ( 即 简 并 度 为 p), 则 对 应 于 
本 征 值 和 *. 算 符 LI 也 一 定 有 p 个 本 征 函 数 . 

(3) WR AZ u*. MU L 的 本 征 函 数 y(r, A) 与 Li 的 本 征 函数 vz ul EX. 

把 这 些 结论 应 用 到 自 伴 线性 算 符 上 , 就 得 到 : 

(1) 自 伴 算 符 的 本 征 值 一 定 为 实数 ; 

(2) 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 一 定 正 交 . 
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5.2.1 (x,$) 图 
不 妨 考虑 方程 4 ñ 
ES LORS + q(z)y = 0. (5.21) 
假设 方程 中 的 系数 p(x), g(x) 在 某 闭 区 间 a < z < b AEE, H p(z) 可 导 , 并 进 一 
步 假设 p(z) > 0, a < z < b. 若 引 进 新 的 函数 


z(x) = p(z)y' (z), (5.22) 
则 方程 (5.21) 能 改写 为 一 阶 微分 方程 组 
2 = ^ z = —q(z)t, (5.23) 


而 后 即 可 应 用 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 . 在 关于 p(z),q(z) 的 并 不 苛刻 的 
条 件 下 ,我 们 就 能 建立 起 有 关 方 程 组 (5.23) 的 解 的 存在 唯一 性 . 
为 了 研究 方程 (5.21) 的 解 的 性 质 (特别 是 关于 解 的 零点 ), 值得 引进 极 坐 标 


y = r(z) cos(x), z = r(z)sin @(z). (5.24) 
因此 方程 组 (5.23) 就 变 成 


1 
r' cosó — réi sing = r sin @, r' sin ó + r$! cos ó = 一 gr cos @. 
p 


解 出 D ai 
Ed 二 一 ES sin? ó + q(z) cos? d ; (5.25a) 
Z = ES E s) rsin $ cos ó. (5.25b) 


注意 方程 (5.25a) 中 不 含 r(x), 能 够 独立 地 解 出 (z) 而 后 代入 方程 (5.25b), 又 可 
fi t r(z): 


r(z) — exp E f xs - «e) sin 2 dz} | (5.26) 


p(z) 
我 们 有 兴趣 于 讨论 方程 (5.21) 的 解 的 零点 ， 所 以 只 需 将 注意 力 集 中 在 考察 方 
程 (5.25a) 的 解 (a). 我 们 首先 看 到 , WE olr) 是 方程 (5.25a) DIR, WU] (x) -- kr 


@ 引 自 文 献 : H. Sagan. Boundary and Eigenvalue Problems in Mathematical Physics. New York: 


John Wiley & Sons, Imc., 1961. 
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也 是 解 ; 它们 给 出 的 +y(zx) 线性 相关 . 作为 齐 次 方程 的 解 ,+y(z) 应 当 看 成 同一 个 
解 . 这 样 , 我们 总 能 假定 , 在 给 定 ro 点 处 , Ate) 满足 


(k — 1/2)n < @(zo) < (k + 1/2)r, 


EF k 是 任意 给 定 的 整数 . 

引 理 5.1 当 且 仅 当 (21) = (k + 1/2)z 时 , 方程 (5.21) 的 解 y(z) 有 零点 z1. 
点 zl 称 为 9(z) 的 /2- 交 叉 点 . 
5.2.2 二 阶 常 微分 方程 解 的 零点 及 其 分 布 

定理 5.1 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 (5.21) 的 解 的 零点 都 是 一 阶 零 点 ， 即 若 
y(zi) = 0, JU y (zi1) #0. 

这 其 实 就 是 因为 z: 是 9(z1) = (k+1/2)z 的 一 阶 零点 . 

Wt y(z) 5 y(z) 是 方程 (5.21) 的 两 个 解 , 现在 讨论 它们 的 零点 的 相对 位 置 . 假 
设 在 区 间 a < z < b 内 p(z) > 0, q(z) > 0. 由 方程 (5.25a) 可 得 


= <0, Vz € [a,b]. 


这 意味 着 函数 (n) 单调 下 降 . 假设 它 与 直线 $ = (k-1/2)n 相交 , 对 应 于 a z < b 
区 间 中 的 z, (HR 5.1， 该 图 中 画 的 是 上 = 0). 更 进一步 , 它 与 直线 ó = (k Lin 
相交 于 另 一 点 , 对 应 于 za (> zi). Zi 与 za 是 解 u(z) 的 相 邻 两 个 零点 . 同时 , 对 于 
方程 (5.21) 的 另 一 个 解 (x). 它 对 应 于 另 一 个 ó(z)+ kz. 此 曲线 不 可 能 与 bz) 十 kr 
相交 ， 因 为 (5.25a) ARH, 在 任意 一 点 (x,$)， 有 一 个 而 且 只 有 一 个 斜率 Ai 
此 , $ 和 9 不 可 能 相交 , 更 不 可 能 完全 重合 . 我 们 总 能 挑选 出 一 个 ,使 得 


ó < ó + kz < ó + Tt. 


` 
pla): Alz 
e(z) 

图 5.1 定理 5.1 的 证 明 
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换言之 , 5 十 一 定 与 $= (k+1/2)z 相交 , 其 交点 对 应 于 了, RE z, 与 za 之 间 . 
定理 5.2 车 
(1) y(x) 5 g(x) 是 方程 (5.21) 的 两 个 解 ; 
(2) 方程 (5.21) 中 的 系数 p(z) 与 g(x) RS, 
(3) y(z) 有 相 邻 两 个 零点 zl 与 za (W zi < 2) 
则 g(x) 必 有 零点 T, t1 < Z «m. 
现在 补充 讨论 p(z) 与 g(z) 不 同 号 的 情形 . 不 妨 设 p(z) > 0, q(z) < 0. 在 这 种 
情形 下 ， a 


dz $ó—kn 7747 0, 
即 曲线 %(z) 以 正 斜 率 与 直线 $ = kr 相交 ; 另 一 方面 ， 
dó 1 
三 一 一 < 0, 


dz |eé=(k+1/2)z p 

这 说 明 曲 线 At) 以 负 斜率 与 直线  — (k--1/2)n 相交 . 因此 ， 曲线 $(x) 一 旦 落 入 
带 形 区 域 ( (Un, (k — 1/2)n) 内 , 就 永远 不 能 走出 这 个 带 形 区 域 . 而 处 于 带 形 区 
域 ((k — 1/2)z, kr) 内 的 曲线 (z), 则 一 定 属于 下 列 三 种 情形 之 一 : 

(1) 通过 o = kn 后 停留 在 带 形 区 域 (kr, (k 4- 1/2)n) 内 ， 

(2) 通过 4 = (k — 1/2)r 但 再 也 不 走出 带 形 区 域 (Kk — Us, (k — 1/2)n); 

(3) 根本 就 一 直 处 在 带 形 区 域 ((k — 1/2)z, kn) Pj. 
总 结 以 上 各 种 情形 , 我 们 看 到 , 正如 图 5.2 所 示 , 曲线 (z), 最 多 只 能 有 一 个 x/2- 交 
XA. 这 就 是 下 面 的 定理 5.3: 

定理 5.3 # y(z) 是 常 微分 方程 (5.21) 的 解 ， 且 系数 p(x) 与 q(z) 异 号 ， 则 
y(z) 要 么 只 有 一 个 零点 , 要 么 没有 零点 . 


无 零点 


图 5.2 定理 5.3 的 证 明 
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图 5.3 定理 5.4 的 证 明 


定理 5.4 方程 (5.21) 的 解 的 零点 是 离散 的 , 即 在 任何 有 限 区 间 内 只 有 有 限 个 
零点 (如 果 有 零点 的 话 ). 

证 系数 p(z) 与 q(z) 异 号 的 情形 显然 成 立 , 所 以 下 面 只 需 证 明 p(z) 与 g(x) 
同 号 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 按照 (5.25a) 式 , 有 dg/dx < 0. 另 一 方面 ， 


1 
9. (Len), 
dz m 
其 中 
一 1 M = ` 
m Bin. p(), ex q(z) 


如 图 5.3 Bras, $ zi 是 y(z) 在 a < x 5 内 的 第 一 个 零点 ， 则 该 点 即 为 9(z) 的 
A/2- 交 又 点 . 现在 考虑 直线 
$= —tz + C, ¿= 1 M. 


选择 C,， 使 得 此 直线 与 ola) 交 于 (zt (k + 1/2)m 点 . 这 条 直线 还 将 与 直线 A = 
(k—r + 1/2)z XF z, = zi 十 Tr/t A. WRAN a < zx <b 的 长 度 有 限 ， 则 在 此 
区 间 内 只 能 有 有 限 个 这 样 的 交点 . 因为 at 的 斜率 小 于 (x) 的 斜率 ， 它 与 直线 
g= (k — r + 1/2)z 的 交点 不 可 能 比 $(z) 还 多 . 定理 得 证 . 口 
5.2.3 比较 引 理 

引 理 5.2 (比较 引 理 ) W y(r) 是 方程 
£ POE +qi(z)u = 0 


的 解 , 而 ye(z) Mä NS 
az [ps2 SE + os)y=0 
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的 解 , 其 中 mi(z) 与 gi(x) 可 以 同 号 或 异 号 , 且 pi(z) > pz(z), az) < qə(z). 根据 
(5.24) 式 ， 可 以 定 出 函数 $1(z) 与 加 (z)， 它 们 分 别 对 应 于 y(r) 与 yo(x), HEK 


间 a < z < b 内 某 点 zo, di(xo)-— é»(xo). JU 
$»(x) € d1(x), Vz > zo. 


证 按照 (5.25a) 式 ， 有 


qi — 6) — -40 --(z sin? du — — -sin d 一 Lo: cos? ó> — qı cos? $1) 
--(z- "m $2 — (q2 — q1) cos? po 
pa 
+ = (sin? $1 — sin? del + qı ( cos? $1 — cos? del, 
1 


1 
h(x) = E _ >) sin? $» — (go — q1) cos? d, 


p Pi 
1 sin? ó, — sin? de cos? du — cos? ds 
k(z) = q2 , 
pi $1 — @2 $1 — $9 


h(x) 和 k(x) 都 是 连续 函数 了?， 因此 


Hee- = h(x) + (62 — ó) )k(z), 


或 者 乘 上 积分 因子 e- 1 50097. 从 而 化 成 


i e! "nz (ga — 20] = h(z)e | Heide. 


H+ 
1 


1 
———20, q. — qı 2 0, 


所 以 h(z) < 0. 因此 
£ [eml Kto ail «o. 


@ h(x) 和 k(x) 的 连续 性 意味 着 它们 在 bi = $2 时 必须 用 它们 的 极限 值 
cos? $1 — cos? $2 sin 2 


D 1 2 
sin — sin 
sin^$i—sin^$2 _ _ sin 261, lim 

$2601 $i 一 $2 


lim 
$2—91 di 一 da 
来 定义 . 这 样 , 为 了 使 k(z) 处 处 连续 , 我 们 必须 定义 


1 . 
k(z)|.. o, = T» sin 26; + q2 sin 221. 
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即 函 数 
s(z) = e7 f (937 (o, — ga) 
单调 下 降 . 而 因为 óí(zo) = ó2(zo), W s(zo) = 0, DÉI 


s(z) < 0, Vz > zo. 


FRE] e-/ 542 > 0, 引 理 得 证 . D 
rg 讨论 比较 引 理 还 能 修改 为 : X pr) > pzz), q (z) < ga(z)， 则 


datz) < 0(Z)， Vz > zo. 


”由 比较 引 理 能 使 我 们 得 到 有 关 (5.21) 型 微分 方程 解 的 零点 的 相对 位 置 的 某 些 
重要 信息 .. 
定理 5.5 设 (z) 是 方程 


EE 2| 二 me )y = 0 


的 解 ，z1, zo 是 yi(z) 的 两 个 相 邻 的 零点 ,x1 < za， 则 方程 
= [Po 时 2| xa )y = 0 


的 任何 解 uo (2) 必定 至 少 在 (1, za] AZAN 0, BUS p EXE — e € (zi, el, 使 
yE) = 0, 其 中 系数 满足 


pa(Z) > pi (z) > 0, 0 < (z) < qo(z). 


证 根据 假设 可 知 , y(r) 的 A.S os (m) 一 定 与 某 一 直线 0 = (k + 1/2)z X 
于 z = zl 点 , 与 直线 A (k — 1/2)x XF z = r 点 ( 见 图 5.4). 我 们 可 以 不 失 普 
遍 性 地 假设 大 = 1, BH 1(z1) = 31/2, ti(za) = 7/2. Æ dale) 是 go (z) 的 -曲线 ， 
我 们 也 能 不 失 普遍 性 地 假设 r/2 < 各 (zi) < 3/2. 只 要 通过 适当 选择 elei + nr 
中 的 n 就 能 做 到 这 一 点 . 

现在 , 我 们 必须 考虑 下 列 两 种 可 能 性 : 

(1) Æ z: < z < za 内 存在 某 点 zo, 使 得 du (zo) = ó2(zo), 则 按照 引 理 5.2, 有 


$2(x) < d1(x), Vz > To. 


D, Ate) 一 定 在 区 间 (zi ,zə] 内 某 点 3 与 直线 ó = n/2 相交 , Bl yp(F) = 0, z, < 


T < X9. 
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bala (RTE?) del (831) 
图 5.4 定理 5.5 的 证 明 


(2) $2(z) 在 区 间 [z;,22) 内 不 与 ó) (z) 相交 ， 则 因为 balzi) < gi1(z1), 必 有 
bo (7) < ó.) (z), Vz € [zi, £2). 


因此 g; (z) 一 定 与 直线 $ = n/2 XT. (zi,29] PRA z, BH yə(z) 20, zí < z < ra, 
口 


我 们 已 经 知道 , 方程 
y” +My=0 (5.27) 


(在 这 个 方程 中 p,g 均 为 常数 ) 的 解 为 y(z) = Asin(VAx — ó). 其 相 邻 零点 之 间 的 
距离 为 x/VX. YE p,q A r 的 函数 的 情形 下 , 我 们 当然 不 能 指望 也 有 如 此 简单 的 结 
果 . 然而 ， 比 较 方程 (5.21) 与 方程 (5.27)， 并 应 用 引 理 52, 我 们 能 够 估计 出 方程 
(5.21) 解 的 零点 之 间 的 距离 . 假设 方程 (5.25a) 中 的 p(z) 与 q(z) 同 号 , 我 们 可 以 再 
考虑 两 个 (5.27) 型 的 方程 


d dy _ 

i (an 2 + may = 0, (5.282) 
d dy 

— 一 May = : 

m (m: 2 + May = 0, (5.28b) 


其 中 常数 mama, Mi, M2 满足 下 列 要 求 : 
m; < p(z) < Mı, ma < q(z) < M». 


首先 应 用 引 理 5.2 于 方程 (5.21) 及 (5.283). 方程 (5.28a) 的 解 是 


mu = sin 9. 6 任意 . 
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它 的 相 邻 两 个 零点 之 间 相 距 nym/Mi. 令 zi Ben + /moəfM, 28 u) (z) 的 相 
邻 的 两 个 零点 , 于 是 , 按照 引 理 5.2, 方程 (5.21) 一 定 有 一 个 解 z1, 满足 


<T «mnl 
T T T 7i —. 
1 1 di M. 


现在 适当 选择 5， 使 得 方程 (5.28a) 的 另 一 个 解 D) 的 零点 就 是 m. VD 的 下 一 个 
零点 就 是 Tı nu/ma/Mi. 而 方程 (5.21) 的 解 y(z) 又 必然 有 一 个 零点 Ta: 


— — — m2 m2 
Tı < 72 S 21 + | — B 0 < Ta — Ti <, | —. 
1 2 œl Mı’ H 2 1 < M. 


将 同样 的 论据 以 相反 的 顺序 应 用 于 方程 (5.21) 及 (5.28b)， 我 们 就 得 到 z, — z, > 
zxVmi/M2. 这 样 就 能 总 结 为 下 面 的 定理 : 
定理 5.6 RS m,m Mı, Ms 给 定 ， 


m; < p(z) < Mı, m2 < q(x) < Ms, 


SEE [r2 —zi] < x zu 
其 中 z, 和 za 是 方程 (5.21) 的 解 的 相 邻 的 两 个 零点 ， 且 约定 方程 中 的 系数 同 号 ， 
sgn p(z) = sgnq(z). 
把 这 个 定理 应 用 于 Bessel 方程 


则 


二 (= 时) + (z- Ch =0, bp (5.29) 


考虑 区 间 A < z < A+d, 其 中 A, d 可 以 是 任意 正 数 . 因为 p(z) = z, q(z) = z—u2/z, 
所 以 , 在 这 个 区 间 中 ， 
mı = A, Mi = A + d, 


vi 
m2 = A- Iya M> = A+d. 


这 样 ，Bessel 方程 在 区 间 4 < z < A+ d 内 解 的 相 邻 两 个 零点 必然 满足 


4 A+d 
m|- < |z2 一 zi| < nre. 
A+d VAA +d) - i? 


# A 一 co， 则 上 述 不 等 式 的 上 下 界 均 趋 于 n. 这 就 是 说 ， 随 着 z 一 co, Bessel EH 
数 J ,(z) 的 相 邻 两 个 零点 之 间 芍 距离 趋 于 n. 
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85.3 Sturm-Liouville 型 方程 的 本 征 值 问题 


本 节 讨 论 正则 的 本 征 值 问 题 
x [pt + |q(z) + Xp(z)| y — 0, (5.302) 
au y(zi) + a12y (11) = 0, (5.30b) 
azıy(z2) 十 az22y (z2) = 0 (5.30c) 


这 个 本 征 值 问题 作为 一 个 特殊 的 常 微分 方程 边 值 问 题 , 其 自 伴 性 已 在 S5.1 作 过 
讨论 , 不 再 重复 . 


5.3.1 一 个 例子 
例 5.3 考虑 本 征 值 问题 
y" + Ày = 0, O <x<1, (5.31a) 
y(0) = 0, y(1) cos B + y'(1) sin 8 = 0, (5.31b) 


其 中 8 为 已 知 常数 , 不妨 规 定 0 < 8 < =. 不 难看 出 这 个 本 征 值 问题 的 自 伴 性 ， 因 
此 它 的 本 征 值 一 定 是 实数 . 直接 将 方程 (5.31a) RA y*(x), 而 后 积分 即 得 


à Í wirt: = - Ton 
0 0 ， i 
= esr) f y (y')' dz. 


代入 边界 条 件 (5.31b), 就 有 
1 2 — 2 1 n 2 
af Iy(z)| dz = cot £ |u(1)| +f [y (z)| dz. 


也 能 看 到 本 征 值 和 一定 为 实数 ,而且 , 24 cot 8 2 0 (BIO < 8 < m/2) 时 ， 本 征 值 为 
IE; 24 cot 8 < 0 BI m/2 < 8 < n FF, 本 征 值 可 正 可 负 . 

在 求解 本 征 值 问题 (5.31) 时 , 值得 注意 本 征 值 随 8 的 变化 规律 . 我 们 将 要 看 
到 , 在 区 间 0 < 8 < 内, 本 征 值 {An} 随 着 8 的 增 大 而 减 小 . 从 物理 上 说 , 这 个 本 
征 值 问题 可 以 出 现在 细 杆 的 热传导 问题 中 . 设 杆 的 左 端 温度 为 0, 右 端 与 外 界 ( 温 
度 为 0) f£ Newton 冷却 定律 交换 热量 . 8 = 0 意味 着 右 端的 温度 保持 为 0. 随 着 B 
的 增 大 , 右 端 流 失 的 热量 越 来 越 少 : 如 果 0 < 6 < r/2, 有 热量 向 周围 介质 散发 ， 从 
杆 的 右 端 散 发 出 热量 的 速率 正比 于 右 端 的 温度 (比例 系数 随 d 增 大 而 减 小 ); 如 果 
B = x/2, 右 端 绝热 ; 如 果 /2 < 6 < x, 反 过 来 有 热量 从 右 端 以 正比 于 温度 的 速率 
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馈 入 细 杆 , 而 又 有 热量 从 左 端 流出 (以 保持 零 温 ). 显然 这 种 情形 具有 潜在 的 不 稳定 
TE. 我 们 也 或 许 值得 注意 在 (5.31) 式 出 现 负 本 征 值 时 6 的 临界 值 . 

Tote? 的 情形 , z=1 端的 边界 条 件 就 是 传统 的 第 一 、 二 、 三 类 边界 
条 件 (分 别 对 应 于 6=0, 8—n/2 及 0<8<x/2), 在 任何 一 本 数学 物理 方法 教材 中 
都 可 以 找到 相关 的 讨论 ,此 处 不 再 详 述 . 大 家 都 知道 , 这 时 本 征 值 是 超越 方程 

cos 8 sin VÀ + sin BVA cos VÀ = 0, BI tan VÀ = -VÀ tan 8 (5.32) 
的 解 . 超越 方程 (5.32) 有 无 穷 多 个 正 根 ( 即 本 征 值 ) Xu n= 1,2,3, 25 8 = 0 时， 
本 征 值 为 . 

àn = (nr)?, n —1,2,3,.... 
4 8 = =x/2 时 , 本 征 值 为 
àn = (n 一 17/2)27r2， n =1,2,3, >. 

而 当 8 值 介 于 uo? 之 间 时 , An 则 处 于 (n — 1/2)222 与 (nr)? 之 间 . 由 图 5.5 
可 以 直观 地 看 到 本 征 值 A, Bë 6 的 变化 规律 ,例如 ， 当 8 由 0 逐渐 增 大 到 m2 
Bf. VA: H n 逐渐 减 小 到 m2. 

我 们 有 兴趣 于 讨论 x/2 < 6 < zt 的 情形 . WE X Z 0, 超越 方程 (5.32) 仍然 有 
无 穷 多 个 正 根 (本 征 值 ) An 只 是 值得 注意 , 当 n/2 < B < 3n/A 时 ， 


(o — ai < An < no Life, n=1,2,3,..., 
即 V/A, 依次 出 现在 第 一 象限 与 第 三 象限 . 而 如 果 30/4 < 8 < =, 则 
(n — 1)?r? < A, < (nm 一 1/2)27r2， n= 2,3,4,.…. 


由 于 B68 由 (3z/4)— 变 为 (3rV4)+ 时 , 本 征 值 的 位 置 发 生 突变 ( 见 图 5.5), 故而 将 这 
些 正本 征 值 依次 编 为 n = 2,3, 4,.…. 下 面 将 看 到 ， 其实 Xi 仍然 存在 ， 只 是 变 成 了 
负数 , 而 6 = 3n/4 正 是 出 现 负 本 征 值 的 临界 值 . 


图 5.5 tan VÀ = —VAtan8 的 根 


85.3 ”Sturm-Liouville 型 方程 的 本 征 值 问题 129 


当 入 = 0 时, 方程 (5.31a) 的 通 解 为 y(z) = Az+ B. 代入 边界 条 件 (5.31b), 得 
B — 0, A(cos B + sin 8) = 0. 


因此 ,如 果 cos Lang = 0, Bl 8 = 31/4. 则 入 =0 为 本 征 值 ( 即 A), ERS 
Hj y(z) —z C A- 1). 
M À < 0 时 , 不 妨 令 入 = 一 /2. 这 时 可 将 方程 (5.31a) 的 遂 解 改写 为 


u(z) = Asinh uz + B cosh uz. 
代入 边界 条 件 (5.31b)， 又 得 到 
B=0,  A(cos sinh g + sin Bp cosh u) = 0. 
因此 , 本 征 值 = —u? 应 当 是 超越 方程 
utanf = — tanh u 


的 解 . 由 图 5.6 可 以 看 出 , tanhy 在 人 = 0 点 的 切线 斜率 (tanh u) o = 1, 所 以 


只 有 当 —tan 8 > 1 BI 3rr4<6< 和 时 才 有 一 个 而 且 只 有 一 个 解 ( 它 对 应 于 本 征 值 
Ai). MÆ 6 的 增 大 , A 单调 减 小 , 当 8 — m PF, X 一 —oo. 


A-tanhu 


图 5.6 tanh u = —u tan 8 的 根 


5.3.2 Sturm-Liouville 问题 的 (z,o) 图 

自 伴 微分 方程 解 的 零点 与 自 伴 边 值 问题 的 本 征 值 之 间 存 在 着 密切 的 联系 . 既 
JA (z,9) 图 是 研究 第 一 个 问题 的 有 力 工 具 ， 我 们 自然 就 会 尝试 将 它 应 用 于 研究 第 
二 个 问题 , 例如 , 本 征 值 的 数目 及 其 分 布 的 问题 . 仍然 可 以 像 85.2 中 那样 ,引进 函 
数 z(z) = p(z)y (z)， 二 阶 微分 方程 (5.30a) 就 转化 为 一 阶 微分 方程 组 (5.23)， 而 后 
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引进 极 坐 标 (5.24). 进一步 推 得 新 的 方程 组 (5.25); 在 作 这 些 变 换 的 同时 , 边界 条 


P (5.30b) 和 (5.30c) 则 变 为 


G12 


p(z1) 
再 引进 四 个 新 的 常数 A, B, a, B: 


aiy(zi) + GEN = 0, 


Q11 一 Asin Q, 
012 


= 一 4cosa， 
p(zi) 


又 将 边界 条 件 化 为 
Sina cos $(z1) — cosa sin ó(z1) = 0, 


即 
sin [$(21) — ol = 0, 
因此 


$ó(z1) = a + unt, 
@(z2) 一 B + VT, 


822 


p(z2) 


a21y(z2) + z(z3) = 0. 


a21 = B sin 0, 


-222 -B cos Ø, 
p(z2) 


sin 8 cos $(z3) — cos 8 sin $(x2) = 0, 


sin Lëtz) — 8] = 0. 


B —0,1,2,-.., 
v —0,1,2,-... 


(5.33a) 
(5.33b) 


显然 边界 条 件 只 是 对 求 函 数 %(z) 时 有 直接 的 影响 , 一 旦 有 了 Ath, r(z) 也 就 确定 
T, 最 多 只 能 相差 一 个 可 乘 的 常数 ( 见 (5.26) =). 

定理 5.7 设 微分 方程 (5.30a) 的 系数 p(z),q(z),p(z) 在 区 间 a < z < b 内 连 
续 , p(z) 可 导 , p(z) > 0, p(z) > 0, 则 存在 An, 24 À < Ao Bf, Sturm-Liouville 问题 


(5.80) 无 解 , 其 中 a < zl < za < b. 
证 证 明 可 分 为 下 列 三 步 : 


(1) 先 任 取 一 数 M (后 面 再 决定 对 它 的 进一步 的 要 求 ), 并 取 Ao ( 它 依赖 于 M) 


使 得 


q(x) + Aop(z) < —M, 


oer bh 


DI p(z) 在 区 间 a < x <o 上 连续 , 故 存在 数 m， 使 得 


现在 考虑 微分 方程 
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$ ， ' 
x N ! 
2 ' 一 一 #= (z) 
arctany mM GE e IECH 
$79 : 
"E 5 | Zo T 


图 5.7 定理 5.7 的 证 明 


把 它 的 解 表示 为 ya (z): 
go (z) — cje V / Mz + coe-Vm/Mz， 


且 将 它 的 a -函数 记 为 p(x) ( 见 图 5.7), 则 


tan $2(7) = z2 (2) VmM -2 oro MMe — ege VS 
yz(x) cie V m/ Me + ee VH Mz 


现在 求 en, TE yo(x) 满足 边界 条 件 (5.30b)， 即 a(x) 满足 (5.33a)， 比 如 说 ， 
$2(z1) = o, W 


Vie uec V mM 
- /mM E c2e 

tana m ae mM Lee Vrz 
必须 成 立 . 这 样 就 唯一 决定 了 比值 c1/co. 换言之 , g -函数 
cye V m/ Mz 一 cze” mis 
cie V m/ Mo 十 ce V mI Ma 
就 完全 由 zi 处 的 第 一 个 边界 条 件 (5.30b) 决定 , 因而 就 不 一 定 能 满足 在 z; 处 的 第 
二 个 边界 条 件 (5.30c). 另 一 方面 , 由 (5.34) 式 , 我 们 可 以 推断 出 : 


(i) $2(z) 有 渐 近 线 A = arctan VmM. 
(ü) 如 果 在 (—/2,7/2) 内 任意 取 定 一 值 %， 我 们 总 能 找到 一 个 M, 使 得 


$2(x) = arctan v m.M (5.34) 


$2(22) 2 $o, —n/2 < po < n/2. (5.35) 


(2) 现在 考虑 方程 (5.30a) DIR yl). ole, ED SLES fE 
(5.30b) 得 以 满足 . 这 样 , yi(z) 的 4%- 函 数 AL) 就 满足 (5.33a) 式 , 即 (zi) = o. 
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因为 p = m, qa = -M， 比 较 引 理 的 修正 条 件 ( 见 第 124 页 有 关 比 较 引 理 的 讨论 ) 
完全 满足 , 所 以 

$ó»(r)«ói(r) VT> m. 
这 意味 着 当 z > zi 时 曲线 Au (zx) 一 定 在 ó»(x) 的 上 面 . 

(3) 我 们 的 目的 是 要 证 明 存 在 Ao, 只 要 入 < Ao; Sturm-Liouville 问题 (5.30) 就 
无 解 ; 我 们 还 将 顺便 证 明 存在 数 M, 只 要 在 a < x < b 上 q(x)+Xp(7) < —M, (z) 
就 不 可 能 满足 zz 处 的 边界 条 件 (5.30c), 也 就 是 说 ,， di(x2) = 6 不 可 能 成 立 . 

可 以 不 失 普 遍 性 地 假设 —n/2 < o < n/2, -n/2 < B < n/2. 显然 B 不 可 能 等 
CT on/2, 因为 dg/dz|。 ny2 «0. plr) 不 可 能 从 下 方 穿越 ó = m2. 因此 我 们 可 以 
严格 地 限制 -~r/2 < 8 < n/2. 我 们 再 选 po, 使 得 6 < po < n/2, 并 取 M, 使 得 
$2(z2) > don. 而 由 于 (5.35), di(x) > 加 (z)， 所 以 Au (z) 就 不 可 能 满足 za 处 的 边界 
条 件 $1(z2) = B. 我 们 唯一 要 做 的 就 是 选择 Xo， 使 得 
M +Q 

RO 
其 中 Q = max |q(z)| , R = min p(z). D 

引 理 5.3 设 微分 方程 (5.30a) 的 系数 p(z),q(z), p(z) 在 区 间 a < x < b 内 连 
£t, p(z) 可 导 , p(z) > 0, p(z) > 0, $ y(z, A) 是 方程 (5.30a) 的 解 (A 任意 )， 且 满 
AXE z = zi 处 的 边界 条 件 (5.30b), a < z, < zz < b, 相应 的 o -函数 为 (m, A). D 
(xz, A) 随和 增 大 而 严格 单调 下 降 ， 即 


dza, A1) > (zo, À2), X Au < A3. 


证 令 y(z, A 是 方程 (5.30a) 的 解 ( 任意 )， 且 满足 在 z = z, 处 的 边界 条 件 
(5.30b)， 因 此 , 相应 的 %- 函 数 %(z, A) 满足 (5.33a). $ Ai < À>, DI 


An < 一 


qlz) + Mp(x)«a(z)-Aap(r) a< cz <b. 
XA ó(zi, 1) = din, Ae, 按照 引 理 5.2 的 修正 ， 必 有 
@(z,À4) > ó(x, A3), VT > zı. 
由 此 即 证 得 
$(z2, à) > @(z2, X2). 口 
引 理 5.4 设 微分 方程 (5.30a) 的 系数 plz), g(x), p(z) 在 区 间 a < z < b 内 连 


££, plx) 可 导 , p(z) > 0, plz) > 0, $ y(z, A) 是 方程 (5.30a) 的 解 , 且 满足 在 x = zi 
处 的 边界 条 件 (5.30b), a < zi < zz < b. 相应 的 A -函数 为 Alz, A). Wl 


lim @(z2,À) = —oo. 
入 一 CO 
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证 用 反 证 法 . 按照 引 理 5.3，%(zz,》) BE À 增 大 而 严格 单调 下 降 ， 所 以 ， 当 
和 一 oo 时 , HA (zz, X) 极限 存在 , 要么 (22,4) 一 —oo. 让 我 们 假设 


Jim $(22, À) = L. (5.36) 


因为 y(z, A) 满足 边界 条 件 (5.30b), ole, A) 一 定 满足 (5.33a), Bl e(z, A) = o. 不 
失 普遍 性 , 可 以 假设 —n/2 < a < n/2. 因为 p(z) > 0, p(z) > 0, 只 要 和 足够 大 , 就 
有 de/dz < 0. 因此 , 我 们 假设 


. P km< L< (k- Un 为 某 一 正 整 数 . 


如 果 这 样 ， 从 (zi,a) 点 出 发 的 o -函数 不 能 有 超过 有 个 /2- 交 叉 点 ， 即 满足 在 zi 
点 的 第 一 个 边界 条 件 的 解 y(zx, A) 在 zi < z < za 上 不 可 能 有 超过 上 个 的 零点 . 我 
们 现在 证 明 , 解 yle, A) YE zi < z < rz EEDA k+1 个 零点 (事实 上 , 可 以 有 任 
意 个 零点 )， 从 而 说 明 上 面 的 假设 (5.36) 不 正确 . 其 理由 如 下 ; 因为 p(z),q(z), ple) 
在 a< zx<b 上 连续 , 所 以 存在 常数 M,Q K R, 使 得 


p(z) < M, 
且 对 于 足够 大 的 和, 有 
q(z) + Ap(z) > Q+AR>0. 


在 此 基础 上 , 构造 微分 方程 


Ei (u) + (Q + AR)y = 0, 


y= Asin / £724 (s — 5) 


选择 6, 使 到 满足 在 ri 点 的 边界 条 件 (5.30b), 或 者 说 , 相应 的 A -函数 满足 (21) = 
o. 我 们 再 次 引用 引 理 5.2， 从 而 得 到 


它 有 解 


(z) > %(z), Vz > 21. 


显然 我 们 能 选取 和 ,使 得 7 在 zi < z < EEDA k+1 个 零点 ， 相 应 地 , 它 的 
g- 函 数 pl) 至 少 有 8 二 1 个 n/2-AE XL. 这 样 , y(z, À) Æ zí < z < z> 上 也 必须 
至 少 有 及 + 1 个 零点 . 证 毕 . 口 

定理 5.8 ” 设 微 分 方程 (5.30a) 的 系数 p(z),q(z),p(z) 在 区 间 a < z < b 内 连 
续 , p(z) 可 导 , p(z) > 0, p(z) > 0. 则 存在 无 穷 多 个 本 征 值 和 < As An <.…, 使 
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Sturm-Liouville 问题 (5.30) 有 非 零 解 . WMR y(x, Ax) 是 对 应 于 第 个 本 征 值 的 解 ， 
则 它 在 区 间 z: < z < za EE ylz, Asi) 多 一 个 零点 , H Jim A, = oo. 

证 关于 本 征 值 的 分 布 状况 见 图 5.8. 

首先 注意 ， 作 为 方程 (5.30a) 的 解 ， 且 在 z, 点 满足 边界 条 件 (5.30b)， 函 数 
ylz, A) 是 和 的 连续 函数 , 因此 , d(z,A) 及 olz, À) 也 都 是 和 的 连续 函数 . 现在 , 我 
们 选择 An, 使 得 q(z) 十 和 op(z)>0. Batz, Ao) ( 它 在 zi 点 满足 边界 条 件 (5.30b)) 的 
g -函数 plz, Xo) 一 定 与 直线 z = zz 交 于 某 点 do. 若 $9 = 8. MUJ ó(z>,Xo) = 8. BH 
ylz, Ao) 也 满足 边界 条 件 (5.30c). 因此 入 = Ao 就 是 第 一 个 本 征 值 . 

如 果 go Z 8. 我们 能 不 失 普 遍 性 地 假设 8 — = < po < B. 现在 令 和 增 大 , WU 
(z2, À) 将 单调 而 连续 地 下 降 ( 引 理 5.3), 直到 入 = Xi, dite, À) = 6 一 x. 所 以 
Au 就 是 第 一 个 本 征 值 . 让 入 继续 增 大 ， 到 达 某 一 个 值 A2 olz Aal = 8 — 2r, BI 
A» 是 第 二 个 本 征 值 . 如 此 继续 ， 我 们 将 能 无 休止 地 进行 下 去 (这 是 因为 按照 引 理 
5.4， jim dza, À) = —oo). 这 样 , 我 们 就 成 功 地 得 到 本 征 值 和 ,使 得 


@(z2, Àk) 一 B 一 kn. 


mH, 因为 (r2 2421) = 8 — (k — 1), 这 就 说 明 g(x2, Al 一 定 比 plzz, A A) 多 


58 从 (z, 0) 图 看 本 征 值 的 分 布 
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一 个 x/2- 交 叉 点 , 因此 y(x, A) 在 区 间 z, < z < za EE ais, AA 多 一 个 零点 . 
还 需要 证 明 Jm Ak = oo. 用 反 证 法 . 假设 Jm. Ak = À < co,， 则 对 于 任意 小 
的 e > 0, 存在 Nie e. 使 得 


D — Ale  Vn,m > N(e). 
又 因为 $(r2, À) 连续 , 所 以 对 于 任意 小 的 e > 0, 存在 6le1), 使 得 
|ó(z2, An) — Blra Ae ll < en, VI — àm] < &(e1). 
c«m B e= ôl) W 
ló(z2, àn) — ó(zə, Ae ll < z. 
然而 因为 (zo, àn) = B — nr, ó(z2, A.) = 8 — m, 所 以 必然 有 
|ó(z2, àn) — ó(z2, Àm)| > z. 


这 与 原 设 矛 盾 , 因而 证 得 lim A; = oo. 口 

总 结 以 上 结果 , 我 们 能 表述 为 : 在 一 般 情形 下 ，Sturm-Liouville 问题 无 解 ; 然 
而 存在 无 穷 多 个 值 Nt, A2, An, 使 Sturm-Liouville 问题 有 非 零 解 . 这 些 解 ， 称 为 
本 征 函 数 . 将 本 征 值 由 小 到 大 排列 , 则 相应 的 本 征 函 数 在 边界 条 件 所 规定 的 区 间 上 
有 越 来 越 多 的 零点 ,后 一 个 本 征 值 所 对 应 的 本 征 函 数 , 总 比 前 一 个 本 征 值 所 对 应 的 
本 征 函数 多 一 个 零点 . 


$5.4 ”奇异 的 本 征 值 问 题 


5.4.1 二 阶 微分 方程 的 奇异 问题 
作为 一 个 例子 , 现在 分 别 考虑 区 间 0 < z < oo 和 -co < z < oo 上 的 方程 


在 加 上 边界 条 件 之 前 , 我 们 先 简单 考察 一 下 这 个 方程 的 解 . 设 入 = |Mleie, 0 < 0 < 
2r, 并 约定 VA = A e82, 因此 + = ImVA 2 0, 而 且 只 有 6 = 0 时 才 有 = 0. 
35 À Z 0 时 , 微分 方程 的 通 解 可 以 写成 


Asin VÀz + B cos VAs 或 Cexpí(iv Xr) + Dexpí—iV Aa); 
而 当 入 = 0 时, 通 解 为 Az + B. 
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我 们 能 立即 得 出 下 面 三 个 结论 : 
(1) 对 于 任何 A, 在 AO (o, co) 内 不 存在 非 零 解 . 因为 


expli vz} —e le ziel = e277, 
所 以 , 对 于 任何 7 (包括 7 = 0), 有 
IR exp (i /Xz)| dz = co, T lex Shell de = oo. 
(2) 车 Im VX > 0 (Hl À g [0,09)). WE 2719 (0,00) 内 有 一 个 解 Cexp{iVAz)}， 
在 Z) (—o0,0) 内 有 一 个 解 D exp(-iv/Ax). 
(3) 车 Im VX=0 ( 即 A € [0,o0)), 则 在 27/9 (0, oo) SÉ -Z (—o0,0) ARER. 
5.4.2 奇异 问题 的 Weyl 分 类 


考虑 齐 次 方程 
< (És) + [Xp(z)—g(z)]y=0, a<z<b, (5.37a) 
或 者 写成 算 符 形式 
(nts  a«cz«b, (5.37b) 
lfd d 
dek E [po 元 | - DE , (5.37c) 


plz), q(z), p(z) 均 为 实 函数 . 我 们 将 在 满足 
b 
f ly(z) p(z) dz < oo (5.38) 
的 函数 组 成 的 空间 Z 内 讨论 方程 (5.37) 的 解 . 此 时 ， 内 积 及 范 数 的 定义 分 别 为 


b 
ssi), = | iy) p) de, 


1/2 


lylo = ((.:05] = | [iof p(z)az| 


凡是 满足 (5.38) 式 的 函数 y(z)， 以 后 称 为 具有 有 限 的 o 范 . 
由 算 符 1 的 定义 , 立即 可 以 得 到 , 对 于 任意 二 次 可 微 函数 y 和 y A 


* * 1 d * * 
yalyi — yly = —5ds VU [yi (3) 一 yiya} 


1d[p(z)W(yi 2; 2)] 
p dz ' 


其 中 Wim, yz) = (yi) — vius Je y 和 y; BO Wroński 行列 式 . 


a < z < b, 
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现在 研究 方程 在 端点 奇异 的 情形 , 不 妨 假设 方程 (5.37) 在 端点 > = a 正则 , 而 
在 另 一 端 z = b 奇异 . 为 了 定义 / 妨 (Lyn)p(z) dz 类 型 的 积分 , 可 任 取 一 点 bo, 使 
a < bo < b, MI i 


bo 
f (yžlyi — yily2)p(z) dz = p(a)W (y1, y3;a) — p(bo)W (y1, y2; bo). (5.39a) 


要 将 此 公式 扩充 到 整个 (a,b) 区 间 ， 就 必须 要 求 相关 的 积分 
b b 
/ 更 (Lo)po(z)dz 及 J yı(lyz)olz)dz 


为 有 限 值 ， 因 此 就 需要 局 限于 y， My 均 绝 对 连续 且 y Mly 均 在 (a,b) 上 具有 
AR o 范 的 函数 集合 Z. 这 样 的 函数 组 成 了 Hilbert 空间 A2 的 一 个 子 空间 . W 
yi, yo 均 属于 2: 则 因为 (yz, foi, 和 (us, ai, DFE, W 


(mz, (on Ae — (ya nie = Jm, [p(a)W (y1, y3; a) — p(bo)W (y1, y3; ball, (5.39b) 


所 以 我 们 断定 
Jim, p(bo)W (vi, y2; bo) 


一 定 存在 . 此 极限 即 可 记 为 p(b)W (y, y3; 0). 
令 和 为 复数 , bz) Es 16 + Xó = 0 的 解 , 则 我 们 也 有 19* + 9* =0. 因此 ， 


(À — X) f p) = (61), 一 人 和 内 = 一 二 区 JW 人 bd; 相 ， 
进一步 就 得 到 
(ma) f I |ó p(z) dz = p(ao)W ($, é"; ao) — plbo)W (G6; 50). — (5.408) 
如 果 Ac D, 我 们 有 
2i(Im A) f af p(z) az = pla)W (0,8; a) — p(D)W (9, 8"; b). (5-40b) 


下 面 就 来 研究 方程 (5.37) 是 否 存在 具有 有 限 o 范 的 解 , 设 方程 (5.37) 有 一 个 
端点 奇异 , 即 或 者 区 间 为 半 无 界 , 或 者 区 间 有 界 , 但 p(z) 在 一 个 端点 为 0 (同时 还 可 
伴 有 qla) 或 ofz) 在 该 点 无 界 ). 微分 方程 的 解 不 再 一 定 属于 使 / " oz) lil! da < oo 
的 函数 空间 ZZ. 下 面 的 Weyl 定理 可 以 使 我 们 按照 2 内 解 的 数目 将 奇 点 分 类 . 
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定理 5.9 (Weyl 定理 )? 考虑 
E [pe j2] + [Ap(z) — gq(z)jy=0, a<z<b, (5.41) 
其 一 端正 则 , 而 男 一 端 奇异 , 除 A 外 系数 固定 . 下 列 结论 成 立 : 

(1) 车 对 于 和 的 某 个 特殊 值 ，(5.41) 的 两 个 (线性 无 关 ) 解 均 属 于 Z WT 
任何 AIR, 方程 (5.37) 的 解 仍 属于 2 

(2) 对 于 ImA z 0 的 任意 A, 方程 (5.41) 至 少 存在 一 个 属于 Z 的 解 . 

Weyl 定理 告诉 我 们 , 方程 (5.41) 的 奇 点 一 定 属于 下 列 两 种 互 不 相 容 情形 之 一 : 

极限 圆 情形 : 对 于 所 有 的 A. MARRET Z: 

极限 点 情形 : 对 于 Im A Z 0 的 入 值 , 严格 地 只 有 一 个 解 在 Z 内 ,因此 对 于 
Im A — 0, Z 内 可 以 有 一 个 解 , 也 可 以 没有 解 . 

”为 了 确定 属于 哪 种 情形 , 检查 一 个 和 值 就 足够 了 . 

FS PÈ 如 果 两 个 端点 都 是 奇 点 ， 我 们 可 以 引进 一 个 中 间 点 c, a < c < b, 因此 
可 以 按照 解 在 a < x <c 内 的 行为 将 a 点 分 类 ， 按 照 解 在 c<<Z < 内 的 行为 将 
点 分 类 . 

分 类 显然 与 c 点 的 选择 无 关 . 

Ë] 5.4 设 有 方程 y' + Ay = 0, 这 里 p(x) = p(z) 21. 考虑 下 列 三 种 情形 : 

(1) 在 区 间 a < z < oo E, a 为 有 限 值 . 这 时 Z = Z) (a co). 点 a EW, 
[BAN b= oo 奇异 . 车 — 0, 方程 的 通 解 为 Azo B, 在 ZÍ (a co) 内 无 解 ， 这 
意味 着 奇 点 b = oo 属于 极限 点 情形 . 容易 核查 Weyl 定理 的 预言 : 对 于 ImA Z 0, 
严格 地 只 有 一 个 解 在 Sl) (a, oo) 内 . 车 取 方程 y” + Ay = 0 的 通 解 为 


ylz) = Aexp{iVAz} + Bexp{—iVAz)}, 


并 规定 0 < argA < 2z, 则 容易 验证 : 当 A Z [0, oo0) FF, VA 的 虚 部 为 正 , exp(ivVAzx) 
E Z^]? (a, oc) 内 , 而 exp(-iVAz) WISS, 当 Ó € [0, oo) 时 , 在 -ZO (la, oo) 内 无 解 . 
(2) 在 区 间 -œ < x <b E, b AR. 奇 点 (现在 是 左 端 a = —oo) 仍 属于 极限 
(3) 在 区 间 —oo < z < oo 上 . 可 综合 (1) 和 (2) 的 结果 : 两 个 端点 都 属于 极限 
点 情形 . 
例 5.5 考虑 具有 参数 和 的 0 BT Bessel 方程 


4 Gi TAxy-0, p(z) = p(z) = z. (5.42) 


@ 证 明 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 文献 ; M. Hajmirzaahmad, A. M. Krall, Singular Second-Order 
Operator (SIAM Rev. 34). 1992. 
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(1) 在 0 <z<b E, b 有限 . 空间 Z; dp z|u|2 dz < oo 的 函数 y 组 成 . 
p(0) = 0, 故 z = 0 为 奇 点 . 对 于 入 = 0， 方 程 (5.42) 退化 为 更 简单 的 Euler 型 方 
程 , 有 线性 无 关 解 p (z) = 1 和 yo(z) = nz. 由 于 积分 [ota 与 [cud ds 8 
有 限 , 因此 , x = 0 属于 极限 圆 情形 . 这 与 下 列 事实 一 致 ; 对 于 任意 A 线性 无 关 解 
能 取 为 Jo(VXz) 和 No(VXz), 前 者 在 z = 0 有 限 , 后 者 在 z — 0 对 数 发 散 ; 两 个 解 
都 是 在 Z, W. 
(2) 在 a < z < oo 上 ,a > 0. 右 端 有 异 ,但 左 端 正则 .空间 7 i f zl a= < 
oo 的 函数 y 组 成 . 因为 = 0 时 的 线性 无 关 解 1 和 lnz 都 不 在 为 内 ,因此 oo 
点 属于 极限 点 情形 . 注意 ， 若 X Z ech, HU (VXz) 是 唯一 属于 Z 的 解 ， 若 
À € [0, oo). 则 (在 775 内 ) 无 解 . 
(3) 在 0 < x < co E. 两 端 均 为 奇 点 , 将 (1) 和 (2) 结合 起 来 即 可 . 
例 5.6 考虑 方程 
d d 
ln di 
此 时 p(z) = z, p(z) = 1/z. WR 入 = 0, 方程 有 线性 无 关 解 y — 1I yo = n z. 
为 对 于 任意 4 > 0, 有 


A A A A 
dr 
] as f 一 = o, Tue: 
0 o T 0 0 


所 以 z = 0 点 属于 极限 点 的 情形 . 事实 上 , 对 于 XZ 0, 方程 的 两 个 线性 无 关 解 为 
elVXInz 和 e-iVAlns. 如 果 à g (0,co)， 则 只 有 第 二 个 解 在 区 间 (0,4) 上 属于 Z; 
而 如 果 A € (0, oo)， 则 两 个 解 都 不 属于 Z. 和 例 5.5(1) 作 比 较 ， 就 可 以 看 出 奇 点 
的 分 类 如 何 依赖 于 p(z). 

对 于 zx = oo. 我 们 注意 , 若 取 和 = 0, WA 


oo oo 
f py? dz = oo, f p y$ dz = oo, 
A A 


所 以 z = oo 点 也 属于 极限 点 情形 . 
例 5.7 考虑 Hermite 方程 


和 
HEEN O< z< oc. (5.43) 


ln2 z 


= O°, 


y" — 2zy' + 2À = 0, 一 co < z < oo. (5.44) 


每 个 端点 都 是 奇异 的 . 容易 将 此 方程 化 为 


L (e z2 dy 


—r? — / 
ONE Gel + 22e 7'y = 0, (5.44/) 
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从 而 求 得 p(z) = e7. 和 = 0 时 方程 (5.44) 有 线性 无 关 解 (z) = 1 和 yz(z) = 
f at. 因为 


0 2 oo 2 
J ln P e77^ az 与 f ln 2 edr 均 存在 ， 


而 
0 2 oo 2 
J lyzl e= dz 与 n Il e= dz 均 不 存在 ， 
Loo 0 
所 以 两 个 端点 都 是 极限 点 情形 . 
例 5.8 考虑 Legendre 方程 
Sja] += o, -1«z«l (5.45) 


此 时 p(z) = 1 — z2, p(z) = 1. 因为 p(-1) = p(1) = 0, 所 以 两 个 端点 x = +1 都 是 
奇 点 . 对 于 入 = 0， 方程 有 线性 无 关 解 yi(z )=1 Ñ y(x ) = In(1 + z) — In(1 — z). 
对 于 任何 A, —1 < 4 < 1, 积分 [^ l|? dz, f. iyal? dz, f Il? dz 及 人 wf dz 
均 有 限 ， 因此 两 个 端点 都 属于 极限 圆 情形 . 


5.4.3 极限 圆 情形 下 的 本 征 值 问题 
设 z =a 是 正则 点 , z = b 为 奇 点 ， 处 于 极限 圆 情形 . 在 正则 点 处 , 我 们 加 上 
边界 条 件 
y(a) cos o. — y'(a) sin a = 0. (5.46) 


其 中 系数 为 实数 . 在 奇 点 x = b 处 , 也 必须 加 上 适当 的 边界 条 件 . 但 是 , 我 们 不 能 
简单 模仿 正则 点 的 情形 , 因为 y (6) 和 y (6) 可 以 是 无 穷 , 所 以 通常 关于 yb) M y (b) 
的 条 件 失去 意义 . 然而 , 可 以 把 正则 点 处 的 边界 条 件 加 以 改写 , 使 之 允许 推广 到 奇 
异 的 极限 圆 问题 . 这 正 是 重复 Weyl 定理 的 证 明 过 程 . 为 此 目的 , 可 以 将 


p(b)W (y, y*; b) = 0 (5.47) 


看 成 在 b 点 的 边界 条 件 ， 等 价 于 加 在 正则 点 z = a 处 的 实 系数 边界 条 件 ?. 奇 点 
(一 个 或 两 个 端点 ) 属于 极限 圆 情形 的 问题 十 分 类 似 于 正则 问题 . 在 奇 点 处 的 边界 
条 件 可 以 用 略为 间接 的 方式 (如 (5.47) 式 中 那样 ) 指定 , 这 样本 征 值 问题 也 产生 高 
散 谱 以 及 常见 的 本 征 函 数 形 式 . 它 同 正则 情形 的 可 能 差别 在 于 本 征 值 | 和 | 一 oo 而 
JE X, > co. 


D 可 以 证 明 , 当 Im A Z 0 时 , 除了 零 解 之 外 , Lu + Au = 0 的 解 不 能 既 满足 p(a)W(y, y*; a) 2 0. MS 
Æ p(b)W (y, y"; b) = 0. 这 可 以 从 Weyl 定理 的 证 明 中 看 出 . 
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例 5.9 考虑 0 阶 Bessel 方程 ( 见 例 5.5) 
Seil + Aen = 0 (5.48) 


在 区 间 0<z<1 上 的 本 征 值 问题 . 在 正则 端点 z—1 处 , 我 们 加 上 边界 条 件 y(1)=0. 
在 奇异 端点 (属于 极限 圆 情形 ) z=0 处 , 我 们 加 上 与 (5.47) 式 相同 的 边界 条 件 ,， 即 
DÜ (y, z*;0)=0, 其 中 的 辅助 函数 z 待定 . 由 前 面 的 理论 可 知 ，z 能 取 为 

d dz 


Tear) + Az = 0 (5.49) 


的 解 ， 其 中 Im Ao Z 0, p(0)W(z,z*; 0) = 0. 然而 也 可 以 用 实数 Ao 值 ， 只 要 选取 z 
与 同一 方程 在 正则 点 处 满足 边界 条 件 的 解 v 线性 无 关 即 可 . 

取 Ao = 0, 则 方程 (5.49) 有 线性 无 关 解 1 和 lnz. 取 v(z) = Inz, 而 另 一 个 独 
立 解 为 z = —1+ Alnz 的 倍 乘 解 , 其 中 4 为 实数 . 由 于 z = z*, 因而 p(0)W (2, z*; 0) 
= 0 一 定 成 立 . 这 样 选 定 的 z 的 特殊 形式 给 出 p(z)W(z*,u;z) = —1. 固定 4, 条 件 
p(0)W (y, z*; 0) = 0 就 变 为 


lim [Ay — (Alnz — 1)zy/] = 0. 


对 于 每 一 个 实 的 4, 我 们 能 够 考虑 本 征 值 问题 


de dy 
dz EH + Aaen = 0, Ü«rc«l, (5.50a) 
y(1) — 0, lim [Ay — (AInz — 1)zy'] = 0. (5.50b) 


取 不 同 的 4 值 就 导致 不 同 的 本 征 值 及 本 征 函 数 . 
考虑 4 = 0 的 特殊 情形 , 这 时 z = 0 端的 边界 条 件 是 


lim zy = 0. (5.51) 


À Z 0 时 方程 (5.48) 的 线性 无 关 解 是 Jo(VXr) 和 No(VAr), 其 中 只 有 Jo( VA) 满足 
(5.50) R. 边界 条 件 (5.51) 等 价 于 通常 的 “有 界 条 件 ”， 其 效果 都 是 挑选 Jo(VXr) 
作为 许可 的 解 . 更 进一步 , z = 1 处 的 边界 条 件 意味 着 Jo(VA) = 0, 它 给 出 正本 征 
值 的 序列 {Ak}， 相 应 的 未 归 一 化 的 本 征 函数 为 Jo(V 允 r)， 而 归 一 化 的 本 征 函数 


gk (z) = De? Jo( V Akz) (5.52) 


就 构成 了 Z 内 的 正 交 归 一 基 , 即 有 


1 
n MOMOL = Gj. 
0 
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前 面 已 经 提 到 ，4 的 不 同 选取 能 得 到 不 同 的 本 征 函数 组 . ATRE A Z0 时 
的 本 征 函 数 , 我 们 可 令 


y= CJo( V Ax) + DNo(V》Xz)， 
并 且 先 应 用 x = 0 处 的 边界 条 件 . 注意 在 z = 0 附近 , 有 
Jo(V Àm) ^ 1, No( Az) ~ 2 ln vàz + z 
7 2 n 


IVa) 0. NVA)~ — 


其 中 y D Euler 常数 ,这 样 就 定 出 
D 7t A 


C 2 1-- Aly -In(VÀ/2)] 
应 用 xz = 1 处 的 边界 条 件 , 我 们 就 导出 和 必须 满足 


IVD) Alan A) IVD - t vA) = 0. 


将 此 方程 的 根 记 为 A1, NA .， 则 本 征 函 数 正比 于 
= Jo(VMz) — 2 A No( V). (5.53) 


2 1+ Ay +In(V/ÀAk/2)) 


5.4.4 极限 点 情形 下 的 本 征 值 问题 
仍然 在 Z, 中 讨论 方程 


Zb d). + [w(z)-a(z)y-0. a«z«b, (5.54) 


Anm a 正则 , 端点 5 奇异， 处 于 极限 点 情形 , 通常 在 z = a 附加 上 (5.46) 型 
的 条 件 , 但 在 b 点 就 不 能 加 上 任何 条 件 . 因为 按照 Weyl 定理 , 对 于 任意 A, 方程 
(5.54) 最 多 只 能 有 一 个 解 属于 2. 因此 , 可 以 预见 , 对 于 这 类 本 征 值 问题 , 不 外 平 
会 出 现下 面 两 种 结果 ; 

(1) 当 ImA= 0 时 , 方程 (5.54) 有 一 个 解 属于 2¿, 例如 , 记 为 va (m, AT, 再 代 
入 边界 条 件 (5.46), 判断 是 否 有 解 . 或 者 换 一 种 说 法 , 我 们 也 可 以 先 求 出 既 满足 方 
程 (5.54)、 又 满足 边界 条 件 (5.46) 的 解 ， 而 后 讨论 它 是 否 属于 Z. 

(2) 方程 (5.54) 的 解 全 不 属于 za, D. 本 征 值 问题 无 解 . 

如 果 两 个 端点 a SI 都 属于 极限 点 情形 ， 可 以 在 区 间 a < z < b 取 
— c AERA (z. A) 既 属 于 (ac) MRT Zich 时 ， 换 言 之 ， 只 有 
yi (2, A) E ZZ; (a,b) PF, 本 征 值 问 题 才 有 可 能 有 解 . 
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例 5.10 在 例 5.7 中 已 经 讨论 过 Hermite 方程 
y" — 2xy + 2Ay = 0, 一 oo < z < oo, (5.55a) 


它 的 两 个 奇 点 z = 二 ce 都 属于 极限 点 情形 . 
首先 在 0 < z < co 上 求解 相关 的 本 征 值 问题 , 而 在 z = 0 端的 边界 条 件 为 


y(0) = 0. (5.55b) 


由 常 微分 方程 寡 级 数 解 法 ， 可 以 求 得 既 满 足 方程 (5.55a)、 又 满足 边界 条 件 (5.55b) 
的 解 


HFH k 足够 大 时 , z2*+1 项 的 系数 为 


党 数 22k41 k 1—A 党 数 1 
RAX reach Eta J X eener: 


所 以 当 x 足够 大 时 y(z) 的 行为 与 函数 


z2k+1 
BÉ XO I 2+ 2) CEXESIDE 


相同 . 在 为 实数 的 条 件 下 ”, WI 


1 1 1 
< < ; 
(k+ ko +3)! ^ T (k 2 A/2) ^ (k + ko + 2)! 


其 中 ko = [X /2], HUS 


5—2k d gn —3-2k 2 DU gi 
一 D 一 O = _ _ SS 一 o T _ Uu 
(e E ele cu ss mn) 


k=0 k=0 
这 样 就 能 判断 , 在 一 般 情形 下 ,作为 无 穷 级 数 解 的 y(z)， 
L y? (z) e "de RE, 
除非 
本 征 值 和 =2n+1l,，  n-20,1,2,-., (5.56a) 


O 不 难 证 明 ， 此 本 征 值 问题 如 果 有 解 , 本 征 值 和 一 定 为 实数 . 
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相应 的 本 征 函数 便 是 2n + 1 阶 Hermite 多 项 式 


了 2n+1(Z - 3 on ert IN (25)? (5.56b) 
(一 1 


k=0 
E (2n + 1)! 
M e — 2k 4- 1)! 


k=0 


这 相当 于 在 上 面 的 y(x) 中 代入 入 = 2n + 1, 并 取 cl = (71)? (m + 1)!/n!. 
同样 , 如果 z = 0 端的 边界 条 件 为 


Qu) n et (5.56c) 


y'(0) = 0, (5.55c) 


则 既 满 足 方 程 (5.55a)、 又 满足 边界 条 件 (5.55c) 的 解 为 
V2) = A e elei 
k=0 ( 


2k)! T'(—A/2) 
重复 上 面 类 似 的 讨论 , 就 能 得 到 本 征 值 
à,—2n, n=0,1,2,..., (5.572) 


而 本 征 函 数 为 2n 阶 Hermite 多 项 式 


In k n 
Hon(z se Gr = 5 (2z)?* (5.57b) 
EX -D* (Qm) ; (22)? n7 75, (5.57c) 


k! (2n — 2k)! 


也 可 以 在 空间 2Z(—co, co) 内 求 方程 (5.55a) 的 解 , 这 正好 就 是 上 面 两 种 情形 
的 总 和 ; 


本 征 值 A = n, n —0,1,2,--., (5.582) 
; RA Cop n 
本 征 函 数 H,(z)= >` Co (5.58b) 
天 一 0 


例 5.11 考虑 例 5.6 中 的 方程 
dr dy 
E dz 
z —0 5 oo 都 属于 极限 点 情形 . 由 于 当 和 为 实数 时 , 方程 的 解 都 不 属于 2Z(0, A) 
或 (4, 0), 因此,， 此 本 征 值 问题 无 解 . 


À 
SET ER 0 < z < oc. (5.59) 


第 六 章 广义 函数 


为 了 准确 理解 常 微分 方程 与 偏 微 分 方程 的 Green 函数 问题 ， 需 要 建立 广义 函 
数 的 概念 . 

我 们 熟悉 的 第 一 个 “广义 函数 "是 Dirac 的 8 函数 5(z). 作为 粗略 的 理解 ， 这 
个 函数 除了 在 z = 0 点 为 oo 外 ,处 处 为 0， 而 其 积分 为 1. 按照 函数 及 积分 的 定 
义 , 没有 一 个 传统 意义 下 的 函数 (以 下 称 为 经 典 函数 ) 能 够 具有 这 个 性 质 . 

通常 将 5 函数 理解 为 函数 序列 的 极限 : 设想 有 一 个 函数 序列 , 它们 在 z — 0 处 
有 逐渐 升 高 而 又 逐渐 变 陡 的 高 峰 ， 曲线 下 的 面积 保持 为 1, 同时 函数 在 每 一 点 的 值 
趋 于 0, 但 z = 0 (在 该 点 函数 的 值 趋 于 无 穷 ) 除外 . 甚至 还 可 以 对 5(z) HIT 
分 ”和 “积分 ”, 从 而 得 到 广义 函数 (z) 和 单位 阶 跃 函数 ( 即 Heaviside 函数 ) n(z). 

这 样 引进 的 5(z), 5'(z), n(z) 等 等 , 都 属于 广义 函数 . 它们 都 不 是 传统 意义 下 
的 函数 . 

利用 函数 序列 定义 广义 函数 , 是 数学 物理 方法 课程 中 常常 采用 的 方法 . 这 种 方 
法 的 优点 是 形象 直观 . 如 此 定义 广义 函数 , 理所当然 地 需要 辅 之 以 明确 规定 必需 的 
运算 法 则 . 事实 上 , 如 果 笼 统 地 、 无 条 件 地 说 广义 函数 可 以 像 普通 函数 那样 微分 或 
积分 , 并 不 一 定 正确 , 有 时 甚至 会 导出 明显 荒 廖 的 结果 . 正 是 基于 这 一 理由 ,本 章 
将 简要 介绍 广义 函数 的 基本 概念 与 运算 规则 ， 这 对 于 正确 理解 和 正确 运用 广义 函 
数 至 为 重要 . | | 


$6.1 £k PE i e 


6.1.1. 线性 泛 函 是 函数 概念 的 推广 

回忆 一 下 定义 在 .多 。 上 的 连续 实 函 数 . 所 谓 函 数 F, 本 质 上 是 一 个 对 应 关系 或 
法 则 , 它 把 多 .上 的 每 一 点 zx 和 相应 的 实数 ( 称 之 为 了 在 z 点 的 值 ) y = f(x) 联 
系 起 来 . 

我 们 其 实 也 曾经 采用 间接 的 方式 定义 过 函数 f. 例如 , 在 普通 的 Fourier 级 数 
T 若是 0 和 zz 和 直上 的 可 微 实 函数 ， 则 f 可 以 由 Fourier EZR b, = 
= f(z)sinnzdz 表征 . RZ., 能够 由 Fourier 正弦 系数 通过 Fourier 级 数 重 构 出 
f(x). 值得 强调 的 是 : 从 概念 上 说 , 不 论 是 否 存 在 重 构 公式 , f(zx) 总 可 以 毫 不 含糊 
地 由 这 些 系 数 确定 ,这 种 做 法 的 实质 是 ， 有 别 于 通过 逐 点 z 给 定 f 的 数值 (函数 
(B. f(z)) 定义 函数 的 办 法 , 我 们 可 以 采用 一 种 新 的 替代 办 法 , 即 对 于 属于 辅助 函数 
类 ( 即 上 面 的 sinz,sin2z,…) 中 的 每 一 个 函数 ó, 给 出 实数 f(z)b(z)dzs 或 
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者 说 ，f 是 一 个 对 应 关系 ， 它 将 此 辅助 函数 类 上 的 任意 一 个 函数 和 相应 的 实数 值 
|, eieiei 联系 起 来 , 即 f 是 此 辅助 函数 类 上 的 泛 函 . 这 里 的 辅助 丽 数 类 ó, 
作为 定义 /的 载体 ,当然 需要 满足 一 定 的 要 求 . 引进 辅助 函数 空间 上 的 泛 函 , 目的 
不 仅 是 要 给 出 函数 的 另 一 种 描述 方式 , 更 重要 的 是 , 这 种 新 观点 将 允许 我 们 定义 经 
典 函 数 所 不 能 描写 的 对 应 关系 . 适当 选 定 点 所 属 的 辅助 函数 类 ， 我 们 能 够 用 泛 函 
定义 5 函数 之 类 的 奇异 函数 . 

最 适当 的 辅助 函数 类 是 非常 平滑 的 函数 ( 称 为 检验 函数 ) 构成 的 函数 类 . 
6.1.2 检验 函数 

先 引进 关于 函数 支 集 的 概念 . 

定义 6.1 函数 f(z) 的 支 集 是 Z, f(x) Z 0 的 点 的 全 体 构成 的 点 集 的 闭 包 
( 即 f(z) Z 0 的 点 集 及 这 个 点 集 的 极限 点 ). 

在 此 基础 上 就 可 以 建立 检验 函数 的 定义 . 

定义 6.2 检验 函数 (x) = dinn, pa, ,zn) 是 在 Zr, 上 无 限 可 微 ? 且 有 有 限 
支 集 2 的 函数 . 2, 上 全 部 检验 函数 的 空间 表示 为 B (Ra 简写 为 e", 
rg ”评述 

1. € pila) polt) 是 哼 ， 上 的 检验 函数 ， 则 对 于 任何 实数 sl 和 er 6 pit 
£2 $2 BR An 上 的 检验 函数 . 因此 Z 0X.) 是 实 线性 空间 ， 

2. (3k 3) 检验 函数 的 存在 性 
.在 .史上 ,检验 函数 bz) 可 以 在 区 间 a < z <b 外 恒 为 0, 但 在 区 间 内 必须 

PERE, 甚至 由 在 = 和 了 = 日 点 的 各 阶 导 数 可 以 为 0. 难以 设想 在 a 和 0b 如 
此 “平滑 ”的 函数 如 何 能 异 于 零 函数 . 事实 上 , de (a) 能 在 了 — a 点 展开 为 收 化 
半径 不 为 0 的 Taylor RA, MJ olr) 必 恒 为 0, 因为 在 x =a 点 的 各 阶 导数 均 为 0. 
关于 检验 函数 的 经 典 例子 是 : 


dia) = [nt abis (6.1) 
0, GEAR 
如 图 6.1 所 示 . 毫 无 疑问 , AS zZ+1 处 无 限 可 微 至 于 在 z= 士 1 两 点 ， 显 然 
AECH E 
因此 olr) Æ z = +1 连续 . 而 由 于 
Jim te * = 0, m= DL, 


@ 这 意味 着 各 种 次 序 的 任意 阶 偏 导数 存在 . 
@ 即 在 一 定 有 界 区 域 (检验 函数 p(x) 不 同 , 此 有 界 区 域 可 以 不 同 ) 外 恒 为 0. 
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作 变 换 上 = 1/0 — 27), WA 


lim — t | =o 
soti (22 Im 122 -1/ 


这 样 就 能 证 明 o Arl 的 各 阶 导数 均 为 0. 


6.1 检验 函数 (z) 


类 似 地 ， Bn 1 65 Soup oe Yet ACT US 


exp Iu] lz| «1 
é(z) = ls? -1f | (6.2) 


0, |z| > 1, 


在 本 章 中 约定 将 坐标 Le, Za) 简写 为 z, 而 |z| = r 是 径 向 坐标 ( 即 到 原点 
的 距离 ，V XI 十 23 十 … 十 2). 

根据 检验 函数 的 上 述 定 义 , 可 以 导出 它 的 下 列 性 质 : 

(1) 车 $(z)€ Z (Ra) 则 wz) 的 各 阶 导 数 亦 然 

(2) E 9(z) € eu (Rn) B. alz) 无 限 可 微 , 则 a(zjg(z) € €, (Ra): 

(3) 车 bz za) € Eu (Rm), Met, En) € Z Lë al: 则 


@(z1, Utt , Ten ID 1. Ut , Tn) € lo (Ra). 


6.1.3 检验 函数 空间 如 ”内 的 收敛 性 
在 建立 检验 函数 空间 内 的 收敛 概念 之 前 ,需要 先 引 进 关 于 偏 导数 和 微分 算 符 
的 简写 记号 . $ ki... k, 为 非 负 整数 ,k= (k1,… k.) RA n 维 多 重 指标 . 定义 
k EI ghi ks 
lk|=ki+ +k, À Dk = Sp Ga ab ous 
WR k 的 某 一 分 量 为 0， 则 应 理解 为 不 含有 对 相应 自 变 量 的 偏 导 数 . 例如 ，m = 
3, k = (2,0,5)， 则 


d 
Or?Or3 
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应 用 这 种 简写 记号 , 即 可 将 n 个 自 变量 的 任意 wp 阶 线性 微分 算 符 L 写成 
L= Y ar(2)D®, (6.3) 


|k|&p 

其 中 系数 as (2) = ak, as (71,… ,zn) 是 任意 函数 . 

为 了 建立 VU pi 等 价 的 办 法 就 是 定义 Vy (Ra) 内 的 
零 序列 . 我 们 称 检验 函数 序列 {91(z),… ,Gm(7z),…} 是 Z (An) 内 的 零 序 列 , 当 
且 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 存在 一 个 共同 的 有 界 区 域 , 在 区 域 之 外 所 有 的 mle) 均 为 0 ( 即 所 有 o, (x), 
m 二 1,2,-… 的 支 集 一 定 包含 在 一 个 足够 大 的 球 域内 ); 

(2) 对 于 每 一 个 n 维 的 多 重 指标 k, 有 


lim max Lë (all = 0. 


7 一 OO z€, 


所 谓 [és(z)) 是 € C.) 内 的 零 序 列 ， 意味 着 (on (7)) 及 其 各 阶 导数 均 在 
Ba 内 一 致 地 趋 于 0. 


86.2 广义 函数 


6.2.1 广义 函数 的 定义 
定义 6.3 如 果 对 于 € or (z), 总 能 (按照 约定 的 法 则 ) 确定 一 个 
实数 , 记 为 (f, Ai, 使 得 对 于 所 有 的 实数 04, as 及 如 ”内 的 所 有 ór, ó, 有 


(f od + o2@2) = al (f, di) 十 aa (f, ó2) , 


Wë f 是 各 ”上 的 线性 泛 函 . 
实数 (f,0) 是 /作用 在 $ 的 值 , 或 者 说 , 是 /在 o 上 的 作用 . 
注意 对 于 任何 线性 泛 函 , 我 们 总 有 


(f,0)=0 及 EE 


定义 6.4 DA {gm(z)} 是 €^ 内 的 零 序 列 , f 是 CQ" 上 的 线性 泛 函 , E 
m — oo 时 (f, än) ETF 0， 则 称 线性 泛 函 f 连续 . 

定义 6.5 ”多 ”上 的 连续 线性 泛 函 称 为 (n 维 ) 广义 函数 . 

AUR f, fo 是 任意 两 个 广义 函数 ,ci, cs 是 任意 常数 , 定义 F = e fi + ca fo X 


(f, ai Sa (fa. ó) + c2 (f2, P), 
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则 f 也 满足 广义 函数 的 所 有 条 件 .. 因此 n 维 广义 函数 也 构成 线性 空间 ( 记 为 A). 

广义 函数 是 经 典 数 学 中 函数 概念 的 推广 .一 方面 , 经 典 函 数 也 能 看 成 广义 函 
数 , 或 者 说 , 广义 函数 涵盖 了 经 典 函数 作为 它 的 特殊 情形 ; 另 一 方面 , 建立 起 广义 
函数 的 概念 ， 使 我 们 能 处 理 像 5 函数 这 样 超 乎 常规 的 “函数 ”. 
6.2.2 作为 广义 函数 的 局 部 可 积 函 数 

定义 6.6 ENF Z, 内 的 任何 有 界 域 2, 积分 f |fldz 存在 , 则 称 函数 f(z) 
局 部 可 积 . " 

连续 函数 和 分 段 连续 函数 都 是 局 部 可 积 函数 . 

定理 6.1 2, 中 的 局 部 可 积 函 数 f(x) 通过 法 则 


(f6) Ê Iñ f(z) é(z) dz 
= f os formen tmn dn ds (6.4) 


定义 相应 的 (n. 28) 广义 函数 . 
证 显然 (6.4) 式 已 经 定义 了 G ERREZA. 为 了 证 明 它 的 连续 性 , 可 取 
Lë (all 为 零 序 列 . 零 序 列 中 所 有 元 素 在 有 限 球 域 0 外 均 为 0, MU 


| den < Lo ees! äist ze 


E38 (ó;,(z)) WEF, lim max |ó;,(z)| = 0, 而 /局 部 可 积 , 即 积分 |f(z)laz 
为 有 限 值 , 因此 一 定 有 
lm (f Qm) = 0, 
即 泛 函 (6.4) 连续 , 所 以 矿 是 广义 函数 ， D 
例 6.1 令 。 为 常数 ， 显 然 Z ERZE | colade 是 连续 线性 泛 函 ， 所 
以 它 是 一 个 广义 函数 ,是 由 常数 函数 f(z) = c 通过 (6.4) R 


(60=/ có(z)àz 


定义 的 广义 函数 . 特别 是 c= 0 时 , 就 定义 了 广义 函数 0. 

除了 我 们 需要 理解 广义 函数 概念 而 定义 广义 函数 c 外 , 在 实用 上 , 其 实 倒 无 须 
区 别 数 c, 常数 点 函数 c (每 一 点 均 取 常 数值 c) 及 广义 函数 c. 

B| 6.2 下 列 一 元 函数 (多 数 是 连续 或 分 段 连续 函数 ) 都 是 局 部 可 积 的， 因而 
也 都 可 以 通过 (6.4) 式 定义 相应 的 广义 函数 : 


Sr, Lol" (e > —1); . 三 角 函 数 : sin z，cos z; 
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指数 函数 : ez. e z; 对 数 函数 : In |z|; 
符号 函数 : sgn z; Heaviside MŽ: (a). 
ES 评述 函数 在 无 穷 远 处 的 行为 并 不 影响 它 的 局 部 可 积 性 ， 然 而 在 有 限 远 点 ， 
不 能 容许 太 高 的 奇异 性 . 例如 , 在 Z, 中, X ocn, B|) 1/|xz|^ 是 局 部 可 积 的 , 但 
Q >n BJ) £. 
定义 6.7 以 积分 式 (6.4) 定义 的 广义 函数 是 正则 的 , 否则 就 是 奇异 的 . 
例 6.3 < £ A a 内 的 固定 一 点 . 考虑 由 


(Ge, ó) Ê e(£) (6.5a) 


定义 的 线性 泛 函 be 即 它 对 任何 一 个 检验 函数 A DIER SC RS o fEZ— £ 的 
值 6(&). 如 果 {8m(x)} 是 € (R) 内 的 零 序 列 ， 则 数列 (05, (0) ETF 0. 因此 be 


是 € (4) 上 的 连续 线性 泛 函 , 它 是 一 个 广义 函数 Dirac 广义 函数 (本 性 点 
为 人, 记 为 be, 5 (z) 或 (55,0). 特别 是 本 性 点 上 = 0 时 ， 
(8o, 6) = @(0) (6.5b) 


就 定义 了 广义 函数 50 ( 常 简单 记 为 5). 
e 评述 常常 把 广义 函数 5¢ 或 50 称 为 5 函数 ,并且 仍旧 表示 为 bele) 或 5(z). 
但 要 注意 这 种 叫 法 并 不 准确 , 因为 Se(z) 不 是 经 典 意 义 下 的 函数 ， 谈论 它 在 某 一 点 
的 函数 值 是 没有 意义 的 . 5 函数 的 全 部 含义 就 是 (6.5) A 它 对 检验 函数 的 作用 就 
是 如 选 出 检验 函数 在 本 性 点 的 值 . 

5 函数 属于 奇异 型 广义 函数 . 这 是 因为 , 如 果 它 是 正则 广义 函数 , 则 必须 存在 
一 个 局 部 可 积 函 数 f(z), 使 得 


| f()é(r)ds—4(0,  vée SL. (6.6) 


这 里 假设 6 函数 的 本 性 点 € = 0. 现在 考虑 检验 函数 加 (z) = 9(z/a), 其 中 p(z) H 
(6.2) XX. 由 于 |vs(z)) < wa(0) = 9(0) = 1/e, 因此 


J. Dien Jal < maa 


只 要 f(z) 是 局 部 可 积 的 , 就 一 定 有 lim |f(z)| dz = 0, 因此 


>Y J|e|<a 


| J, fee 


lim J, Tei, (z)dz = 0. 
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另 一 方面 , 3 (6.6) stir. WBE 
n — (aypa (a)dz = 1, 
n e 


与 a 无 关 . 此 二 结果 互相 矛盾 . 所 以 Dirac 广义 函数 8 是 奇异 的 . 如 果 本 性 点 在 & 
而 非 原 点 , 可 同样 证 明 . 可 以 把 5e 想象 成 € 处 集中 点 源 的 源 密度 . 
6.2.3 广义 函数 的 局 部 性 质 

前 面 已 经 提 到 , 不 能 指定 广义 函数 在 某 一 点 的 值 , 例如 , 不 能 说 “广义 函数 f 
在 zo 点 的 值 为 0”. 但 是 , 可 以 说 “广义 函数 f 在 zo 的 某 个 邻 域 U 内 为 0”. 这 
个 说 法 的 确切 含义 是 : 对 于 h AKER olr) 无 论 其 支 集 是 否 在 U 内 , 我 们 总 
恒 有 (f,9) = 0. 

如 果 有 一 个 经 典 函 数 f(x), 它 在 zo 点 的 邻 域 U 内 (几乎 处 处 ) 为 0, rt 
对 应 的 广义 函数 f YE U 内 为 0. 

奇异 函数 6, 在 任意 z Z £ 的 邻 域内 总 是 0. 

如 果 广 义 函 数 在 某 开 集 G 中 每 一 点 的 邻 域内 均 为 0, 则 称 此 广义 函数 在 G 
上 为 0. 

若 广义 函数 在 任意 一 点 的 邻 域内 均 为 0, 则 此 广义 函数 对 于 所 ”内 的 每 一 个 
olz) 都 有 

Léi = 0. 


6.2.4 广义 函数 的 本 性 点 

如 果 f 是 广义 函数 , 它 在 zo 的 邻 域内 不 为 0， 则 称 zo 为 广义 函数 太 的 本 性 
点 (essential point). 例如 , z = 0 就 是 泛 函 f(x) = r 的 本 性 点 (尽管 作为 经 典 函 
数 ，z2 本 身 在 该 点 为 0); 当然 z 轴 上 的 其 他 点 也 都 是 这 个 泛 函 的 本 性 点 . 广义 函 
数 r 的 全 部 本 性 点 的 集合 称 为 支 集 . 通常 的 连续 (或 分 段 连 续 ) 函数 f(z) 所 对 应 
的 正则 广义 函数 f 的 支 集 就 是 使 f(z) Z 0 的 点 集 的 闭 包 . 广义 函数 8, 的 支 集 就 
是 单独 一 个 点 z = £. 


6.2.5 广义 函数 相等 

首先 对 任意 两 个 广义 函数 作 局 部 的 比较 . 如 果 广 义 函数 f 和 9g 的 差 1 一 g 在 
某 开 域 G 内 为 0, WEK f 和 9 在 此 开 域 内 相等 . 如 果 f 和 9 在 e, 内 每 一 点 的 邻 
域内 都 相等 , 则 它们 在 整个 .多 ,内 相等 , 即 对 于 所 有 Ath, (f.9) = (9.9). 

特别 是 ， 如果 广 义 函 数 和 一 个 普通 的 局 部 可 积 函 数 在 区 域 G 内 相等 ， 则 称 此 
广义 函数 在 G 内 正则 . 例如 , 尽管 广义 函数 52 是 奇异 的 , 但 它 在 本 性 点 £ 之 外 处 
处 正则 ( 且 为 0). 

如 果 fa (z), f2(z) 是 不 同 的 连续 函数 ， 它 们 生成 不 同 的 广义 函数 ， 则 在 Z° 
内 至 少 存在 某 个 o. 使 得 (f2,0) Z (fi d) R (fa — fi p) Z 0. 这 是 因为 ， 作 为 连 
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续 函 数 ， J (z) 5 fo (z) 不 同 ， 则 一 定 存 在 To» 使 得 Jo (zo) 天 万 (zo)， 不 妨 假设 
fa(zo) > fi(mo). 由 函数 的 连续 性 可 知 ， 一 定 存在 zo 的 邻 域 |z - zo| < s， 使 得 
fa(z) — fi(z) > 0. 我 们 总 可 以 选取 检验 函数 %, 使 之 在 |z 一 zol < € 内 恒 非 负 , 而 
在 区 间 外 处 处 为 0. 对 于 这 个 ó, 法 则 (6.4) 表明 (5,0) > (fio). 即 广义 函数 所 
和 f. 是 不 同 的 ， 

如 果 两 个 函数 全 等 , 但 有 限 个 点 除外 , 那么 这 两 个 函数 不 可 能 全 都 连续 . 不 妨 
假设 这 两 个 函数 局 部 可 积 . 我 们 看 到 ， 如 果 除 了 有 限 个 点 外 ， 局 部 可 积 函 数 f1(z) 
与 fə (z) 全 等 , 则 它们 生成 同样 的 广义 函数 . 更 普遍 地 说 , 如 果 对 于 每 一 个 有 界 域 
£2, f |fi — fa|dz = 0, 则 称 此 二 函数 几乎 处 处 相等 . 两 个 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 
积 函 数 生成 同样 的 广义 函数 . 换 一 个 说 法 ， 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 之 差 一 定 几乎 
处 处 为 0, 它 一 定 生成 广义 函数 0?. 这 意味 着 不 同 的 广义 函数 对 应 于 不 同 的 函数 ， 
至 少 对 于 正则 广义 函数 是 如 此 . 正 是 因为 这 个 原因 , 尽管 我 们 不 能 说 广义 函数 在 给 
定点 的 值 , 但 仍 常常 用 f(x) 表示 广义 函数 , 无 论 是 正则 广义 函数 或 是 奇异 广义 函 
数 . 甚至 对 于 奇异 广义 函数 ,也 常常 纯 形 式 地 写成 


(f, ó) = f, f(a)ó(z)dz, (6.4) 


尽管 按照 传统 的 积分 定义 ， 这 个 记号 可 能 没有 意义 . 

再 次 强调 : f, f(z) 和 ( 户 作 都 是 同一 个 广义 函数 的 记号 ， 可 以 灵活 地 用 于 不 
同 场合 . 

定义 6.8 若 对 于 支 集 包含 在 开 集 8 内 的 所 有 检验 函数 ó, (fo) = 0, 则 称 广 
义 函 数 /在 2 上 为 0; ELA = (fo, ó), 则 称 广义 函数 f, fH f, ER 上 相等 . 
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下 面 讨 论 广义 函数 的 基本 运算 . 在 定义 这 些 运算 时 (线性 运算 除外 ), 我 们 总 是 
从 正则 广义 函数 出 发 , 设法 将 相应 的 运算 转移 到 检验 函数 上 (这 是 因为 , 作为 普通 
函数 , 检验 函数 的 这 些 运 算 已 有 明确 的 定义 )， 从 而 采用 这 样 得 到 的 关系 式 作为 对 
于 任意 广义 函数 进行 相关 运算 的 定义 ， 
6.3.1 广义 函数 的 线性 组 合 

两 个 广义 函数 的 线性 组 合 f = or f + 02 fa 定义 为 


(o1 fi + a2f2,9) = 01 (fi, ó) + oo (fo, di, (6.7) 


@ 正 因为 如 此 , 我 们 就 把 几乎 处 处 为 0 PT ERCECHROS SE PRU, 相应 地 , 就 把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 是 同 
一 个 函数 . 
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取 o = 1, aa = 一 1， 就 定义 了 广义 函数 的 减法 fi— 户 . 特别 是 , f, — f: = 0 完全 
等 价 于 户 = f. 
6.3.2 广义 函数 的 平移 

可 以 将 .多 。 上 的 局 部 可 积 函 数 f(x) 平移 a Lon, o, ,an) 而 得 到 局 部 可 积 
函数 f(x ai, 它 就 定义 了 广义 函数 


(f(z — a), ó(z)) = J, f(z — a)#(z)dz 
dä f(a)é(z + a)dz = (f(z), ó(z + a)). 
相应 地 , 就 定义 任意 广义 函数 f 的 平移 为 
(f(z — a), ó(z)) = (fiel, dis + a). (6.8) 


6.3.3 广义 函数 的 缩放 (相似 变换 ) 
如 果 f(x) 局 部 可 积 ， Wü flar) 亦 然 (a z 0 为 任意 实数 ). 对 应 于 flar) 的 广 
义 函 数 是 f, f(ox)ó(z)dz. E ar — y. 并 注意 a < 0 BAARS, 我 们 求 得 


(Fan) ée = e (6. (2)). (6.9a) 


即使 f 是 奇异 广义 函数 , 我们 也 可 以 用 (6.9a) 式 去 定义 广义 函数 f (or). 
a= —1 的 相似 变换 是 对 于 原点 的 反射 : 


(f(—z),@(z)) = (f(z),@(—z)) . (6.9b) 


6.3.4 广义 函数 与 普通 函数 的 乘积 
车 ftz) 和 a(z) 都 是 局 部 可 积 的 ,a(x)f(z) 不 一 定局 部 可 积 . 然而 , 如 果 a(z) 
无 限 可 微 (但 不 必 具 有 有 限 支 集 )， 则 ao 是 检验 函数 , H 


(af, 6) = f, a(x) f(a)6(z)dz = (f, a0). (6.10) 


这 样 alr) f(c) 就 通过 (6.10) 式 生成 相应 的 广义 函数 . 这 个 运算 法 则 适用 于 任何 广 
义 函 数 了 与 无 限 可 微 函 数 的 乘积 . 
6.3.5 广义 函数 的 导数 

WR f(z) 是 22, 中 的 可 微 函数 ， 其 一 阶 导数 ri 局 部 可 积 ， 则 fr 也 根据 
(6.4) 式 定义 了 它 所 对 应 的 广义 函数 : 


v.e - f ` f'G) é(z) dz, (6.11) 
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并 且 就 定义 为 广义 函数 了 的 导数 . 换言之 , 在 上 述 条 件 下 , H f 生成 的 广义 函数 
的 导数 就 是 由 f, 生成 的 广义 函数 . 
例 6.4 当 a>0 时, 可 以 求 得 广义 函数 |z|%, ||“ sgn z, |z|*n(z) 的 导数 : 


Lol = o |z|% "eenz (6.12) 
z 

d a oa 一 

元 [| sgnz] = o |z| s (6.13) 
d _ 

元 [zem(z)] = az? ln(z). (6.14) 


为 保证 右 端 出 现 的 广义 函数 有 定义 ， 以 上 各 式 均 要 求 w — 1» —1, Bl o > 0. 
反复 应 用 (6.12) 一 (6.14) 诸 式 , 可 以 进一步 得 到 a> —1 时 这 些 广 义 函 数 的 高 
阶 导数 : 
Dioi 11 d^ 


Iz|^ = Marny aml (sgn zi"), (6.15) 
|z|“ sgnz = me lr (sgnz)” (6.16) 
a^n(z) = LT(a+l) d" [z^ *n(z)] . (6.17) 


T(ao +n + 1)dz^ 


但 是 还 存在 另外 一 种 情形 , BH f(z) 不 (处 处 ) 可 导 , 或 虽 可 导 而 f(x) 并 不 局 
部 可 积 , 因而 需要 重新 定义 广义 函数 f 的 导数 . 为 此 , 我 们 在 fi (n) 局 部 可 积 的 条 
FF, 寻找 新 的 关系 式 , 原则 仍然 是 能 将 微 商 运算 转移 到 检验 函数 上 去 , 从 而 作为 
广义 函数 导数 的 新 定义 . 事实 上 , 将 (6.11) 式 分 部 积分 , 就 可 以 得 到 


ure = f^ Fose 
= fee)” - f^ fetis = - [^ fotos. 


因此 我 们 也 可 以 用 
Q^.) = (f, -8) (6.18) 

来 定义 广义 函数 的 导数 . 采用 这 个 定义 的 好 处 是 : 因为 $ 是 检验 函数 , 故 A 2 
£: f 是 广义 函数 , 故 f 对 A 的 作用 有 定义 . 这 就 说 明 ， 只 要 f(x) 局 部 可 积 ， 
不 论 它 作为 普通 函数 时 在 2, 中 是 否 处 处 可 导 , 更 无 须 考虑 f1) 是 否 局 部 可 积 ， 
都 可 以 用 (6.18) 式 作为 广义 函数 f 的 导数 定义 . 显然 , 定义 (6.18) 式 涵盖 了 (6.11) 
式 作为 它 的 特殊 情形 . 

更 进一步 ,对 于 奇异 广义 函数 f (例如 广义 函数 8), 同样 也 采用 (6.18) AKE 
义 它 的 导数 f". 
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正 是 基于 这 样 的 认识 , 我 们 可 以 将 上 面 (6.15) — (6.17) 诸 式 中 的 n 放宽 为 满 
J a+n > 0 的 整数 . 在 这 样 的 条 件 下 ， 上 述 诸 式 右 端 出 现 的 广义 函数 均 有 定义 ， 
它们 的 导数 也 都 有 确切 的 定义 , 因而 就 可 以 作为 左 端 各 广义 函数 (即使 a < -1, 但 
a Z 负 整数 ) 的 定义 . 这 样 定义 的 广义 函数 , 在 -oo < z <0 或 0<z<wo 的 区 间 
中 ， 都 等 于 具有 同样 记号 的 经 典 函 数 . 

同样 的 论点 可 以 应 用 到 n 维 广义 函数 f 的 偏 导 数 上 . 我 们 定义 


(2-0 8) e 


(D* f, &) = (-1) (f, D*O). (6.20) 


这 样 我 们 就 有 了 明确 的 结论 : 每 一 个 广义 函数 都 能 (无 限 ) 求 导 , 并 且 给 出 了 广义 
函数 的 求 导 法 则 . 广义 函数 的 导数 仍然 是 广义 函数 . 

例 6.5 (Heaviside 函数 的 导数 ) 在 经 典 的 意义 下 ,Heaviside 函数 在 zx = 0 点 
不 可 导 , 不 论 我 们 如 何 去 定 义 n(0) 的 值 . 但 是 , 按照 (6.18) 式 , n 可 以 通过 


(n.o) = --[ «ex 


定义 为 广义 函数 . 这 正 是 5 函数 . 因此 , 在 广义 函数 的 意义 下 ， 


重复 应 用 这 个 定义 , 可 得 


n'(z) = 8(z). (6.21) 


相应 地 ，(6.21) 式 也 可 以 形式 地 积分 而 给 出 
z 0, x <0, 

z) = ô(x)dz = 
na = f ae p A 


例 6.6 (间断 函数 的 导数 ) Heaviside 函数 n(z) 就 是 一 个 间断 函数 , 它 在 广义 
函数 的 意义 下 的 导数 DR. 可 以 预料 , 对 于 具有 第 一 类 间断 点 的 任意 函数 
f(z), 它 的 广义 函数 导数 PP 也 将 含有 广义 函数 5. W f(x) 在 实 轴 上 无 限 可 导 , 但 
al,a2, ,ak 点 除外 . 车 函数 在 这 些 点 处 的 跃 度 分 别 为 Ar, At... Ap, DU 


k 
g-f- > A fin(z — ai) (6.22) 
连续 ， 且 具有 分 段 连 续 的 导数 ( 亦 即 g 的 广义 函数 导数 ) 9%. 换 一 种 写法 ,直接 用 
[AP 表示 剔除 间断 点 后 对 f 微 商 得 到 的 函数 (例如 m=0), BI 9 — [f]. 这 样 , 在 
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广义 函数 意义 下 对 (6.22) 式微 商 , 我 们 得 到 


k k 
ge PA Abäis-ol ËD C fr=[f + Afs(z-a) (623) 
1—1 


i=1 
f 在 第 一 类 间断 点 a, 处 的 不 连续 性 ， 相 应 地 , 在 它 的 广义 函数 导数 中 就 贡献 一 项 
人 fi8(z - ai). 因此 , 分 段 连续 函数 [P] 一 般 并 不 等 于 f 的 广义 函数 导数 f". 
还 可 以 继续 计算 间断 函数 的 高 阶 导数 . 例如 , 可 以 计算 了 = ed 的 各 阶 导数 : 
P Ieren 
f" = [f^] — 28(z) = el — 28(z), 
f” = [f| — 28'(z) = —e lslsgnz — 25'(x), 


$6.4 ”奇异 广义 函数 8 


广义 函数 5 是 最 常用 的 广义 函数 , 并 且 常 常 直接 称 为 5 函数 , 其 定义 已 由 (6.5) 
式 给 出 . 下 面 列 出 它 的 主要 性 质 ， 
性 质 1 按照 定义 (6.5), 如 果 5 的 本 性 点 ¿ 不 包含 在 检验 函数 6(z) 的 支 集 
内 , MJ ! 
[ «ees nz Z lad, 


换言之 , 在 任何 不 包含 点 在 内 的 区 间 E, 


因此 , 正 是 在 这 个 意义 上 , 我们 说 ， 
6$,-0, Cen (6.24b) 


性 质 2 (5 函数 的 平移 性 质 ) 根据 广义 函数 的 运算 法 则 (6.8), 有 
(&(z — €), @(z)) = (8(z), p(z + £)) = 9€), 


和 (6.5a) 式 相 比 较 , 就 有 
5c(z) = 8(z — £). (6.25) 
性 质 3 (5 函数 的 奇偶 性 ) 根据 广义 函数 的 运算 法 则 (6.9b), 有 


(6(—2), 8(7)) = (8(z), 6(72)) = é(0) = (6(z),@(z)) , 
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所 以 5 函数 是 偶 函 数 , 即 
8(—z) = 8(z). (6.26) 
性 质 4 (5 Gë oi 的 乘积 ) 根据 广义 函数 的 运算 法 则 
(6.10)， 有 f 
(a(z)8 (x), @(z)) = (6c(z), a(z)ó()) = a(&)ó(ë), 
所 以 
a(z)õe(z) = a(z)é(z — €) = a(€)8(z — €). (6.27a) 
特别 是 ,< = 0 时 有 
a(z)6(z) = a(0)6(z). (6.27b) 
例如 ，a(z) = z 时 有 
(z8(z), ó(z)) = (8(z), zó(z)) = 0, 
所 以 
2Z5(z) = 0. (6.27c) 
这 个 看 似 简单 却 很 重要 的 结论 , 值得 表述 为 定理 : 
定理 6.2 广义 函数 方程 zf(z)=0 的 解 是 f(z)=c 8(z), 其 中 为 任意 常数 . 
性 质 5 (8 函数 的 导数 ) 根据 广义 函数 的 运算 法 则 (6.18), 有 


(8'(z — O), ó(z)) = — (6x — €), d (0) = 0'8) (6.28) 
如 此 继续 , 还 可 得 到 5 函数 的 n 阶 导数 5 中 ,其 定义 为 
(8.9 (a — £), (2) = (18). (6.29) 


例 6.7 考虑 o, 内 的 局 部 可 积 函数 1/ |z|. 在 经 典 意义 下 ,此 函数 显然 在 原 
点 不 可 导 . 现在 在 广义 函数 的 意义 下 计算 V2(1/ |z|). 因为 V? 中 只 含有 对 自 变 量 
的 二 阶 导 数 , 故 根据 (6.20) 式 , 有 


1 1 Via . Via 
V?—, dis (—, Mi -f 一 一 qz = lim f 一 一 qz. 
( |z] ) s ) 2a del £20 fisse |z| 


上 式 最 后 一 步 是 因为 1/ lz| 在 原点 的 奇异 性 比较 弱 , 右 端 的 积分 收敛 . 注意 在 一 定 
有 界 区 域外 $ = 0, 用 Green 公式 计算 上 式 右 端的 积分 , 可 得 到 


dz = Vv (Ja 二 一 $= | = ] |ds, 
J... |z| 7 [5 zl 220 |z] Ón ?3n |z] 
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其 中 n 是 区 域 |z| > = 的 外 法 线 . 置 |z| =+, 注意 8/ðn = -(8/6r) 及 V2(1/r) = 
0,r Z 0, 所 以 上 式 右 端 第 一 项 为 0, 因此 有 


i 00 $ 
f a e 8 däi (x Dr t 5) ds. 


因为 检验 函数 的 导数 是 有 界 的 , 即 [99/0r| < M. 所 以 


f Suel < M ane?) = 4neM 一 0, € — Q0. 
|z|== 


同时 ， 
| Zoe - | OOs ag, T $e) (as 
|z|=< |z|=e 


2 izle 72 
因为 (z) 在 z = 0 连续 , 所 以 上 式 后 一 个 积分 在 < — 0 时 趋 于 0. 由 此 就 导出 
(v6) = —Ano(0), 
所 以 ,在 广义 函数 的 意义 下 ， 


vus = —4nb(x). (6.30) 
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定义 5 函数 的 最 自然 的 办 法 之 一 就 是 计算 普通 函数 (比如 说 ， 局 部 可 积 函 数 ) 
的 极限 . 例如 , 在 一 维 情形 中 , 可 以 把 xz = 0 处 的 单位 点 源 设 想 为 均匀 分 布 源 的 序 
列 {sx(z)} Æ k— oo 时 的 极限 ,其 中 


fo du» 1b. 

"di" | k, aime) "7 
也 可 以 举 出 Gauss 型 的 分 布 函数 ale) (Elek, CA (6.31) 式 的 分 布 函数 
具有 类 似 的 特征 : 随 着 “宽度 ” 变 小 , 强度 增 大 , 然而 保持 “总 量 ”( 函 数 的 积分 值 ) 
恒 为 1. 尽管 在 经 典 意义 下 , 谈论 它们 的 极限 Je. sk(z) = 8(z) See 可 
是 在 广义 函数 的 意义 下 ， Jm sk(z) 和 8(z) TEE 


Jim (54) = (8.0), ËH lim | atziéizide = 6(0, Vé 8 V, (45), 


Ri 


则 在 广义 函数 的 意义 下 ，lim sx(z) = 5(z)， 


86.5 5 型 函数 族 与 8 型 函数 序列 159 


BJ 6.8 考虑 在 o 内 的 序列 (6.31), 我 们 有 


(sg) = ha ké(z)dz = $(0) + | Hate) — 4(0)]dz 


<k fia lg(z) — @(0)| dz 
lg(z) — &(0)] ` 


S Say 


F bz) YE z — 0 点 连续 , 则 当 一 oo 时 此 最 大 值 趋 于 0. 因此 , 对 于 在 原点 连续 
的 任意 A 一 定 有 


z) 一 d 
L LI e ) - é(0)]d= 


lim (se, 9) = (0), (6.32) 
换言之 , (6.32) 式 对 所 有 检验 函数 均 正 确 . 因此 , 在 广义 函数 的 意义 下 , 我 们 有 
Jim sk(z) = Š(z), 
定义 6.9 令 [(f.(z)) 是 Zn 内 的 局 部 可 积 函 数 族 , 如 果 它 具有 特性 


lim > fe (z2)6(z)dz é(0, Yge R (Pa), (6.33a) 


a—ao 


则 {fa} 称 为 (e 一 ao " n 维 5 型 函数 族 . 如 果 
Jim 28 f(a)ó(z)dar = ai, | Wée Zi (40,), (6.33b) 


则 称 (f) 为 n Æ 5 型 函数 序列 . 
序列 (6.31) 就 是 一 维 5 型 函数 序列 的 例子 . 下 面 的 定理 提供 了 如 何 从 一 个 非 
负 函 数 f(z) 出 发 , 通过 压缩 而 同时 提高 峰 的 高 度 来 构造 出 5 型 函数 序列 的 方法 . 
定理 6.3 $ f(x) = fiers, En) 是 . 罗 。 上 的 非 负 局 部 可 积 函 数 ， 


J, f(z)dz = 1. 


fala) = 4 (E) = l (5,2,2), a> 0, (6.342) 


o a a [27 


则 (f.(z)) Æ a — 0+ 的 5 型 函数 族 ; 而 若 令 a = 1/k, W 


定义 


{sk(T) = k” f (kz1, kz2,---, kx), k= 1,2,3,---) (6.34b) 
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Æ k — oo 的 5 型 函数 序列 . 
例 6.9 2, 内 的 非 负 型 5 型 函数 族 : 


(1) EE EE "uu 的 5 型 函 
(2) fG)- eh. Í Ate er ziel T " 的 Š ss 


(1) 出 现在 势 论 中 ; (2) 和 (3) 都 出 现在 与 时 间 有 关 的 热传导 方程 中 ; (4) Æ Féjer 
E. 出 现在 Fourier 级 数 中 ”. 


(5 h= fa — z?)*dz = Dr 则 序列 
(z) = (1 — 2?)*/1,, |z| < 1, 
0, lr 2 1 


Æ k — oo 的 5 型 函数 序列 , 在 证 明 Weierstrass 的 逼近 理论 时 有 用 . 
(6) r —^ 1— 的 5 型 函数 族 : 


1 1-7? 
万 (的 = xa) le] & m. 
0, GIEL 
这 是 所 谓 的 Poisson 核 , 来 源 于 势 论 (单位 圆 内 的 Dirichlet 问题 ). 
B| 6.10 Z, 内 的 非 负 型 5 型 函数 族 : 
bep) lz] < 1, 
(1) v(z) = Iz —1 
0 DER 


取 定 常数 k,,， 使 y 在 单位 球 域内 的 积分 为 1, 则 f(z) = v(z/o) Æ a — 0+ BJ 8 
型 函数 族 : 


lim (ol lateide ai, — vée SL 


SOE JP, | 
(2) f(z) 仅 依赖 于 r = |z]. 例如 有 Gauss 核 
@ 参阅 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 )， 第 11 


Æ, 811.5. 
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f(r) = (an) "3e ^, 
f(r) = (aa) "Pe "in (34 t— 04 为 5 型 函数 族 ) 


这 两 个 函数 族 出 现在 ” 维 热传导 及 概率 论 中 . 

定理 6.3 不 是 构造 5 型 函数 族 或 5 型 函数 序列 的 唯一 途径 . 事实 上 ， 要 使 得 
(6.33a) 式 成 立 , 还 可 以 放宽 {fa} 的 条 件 , 例如 ， 人 允许 (f) 可 以 改变 符号 . 

例 6.11 R, 内 5 型 函数 族 的 几 个 例子 ,它们 都 不 是 (6.34) 式 的 类 型 . 

(1) Fourier 积分 的 Dirichlet 核 : 
sin Rz 


1 : 
e eiwzdw = ， 
27 Je TUL 


它 是 R ood 5 型 函数 族 . 注意 = = Rf(Rz), ngo = 1, Xm 
sinz 
pe) = 922, 


(2) 序列 


l Æ ims 1 sin(k + 1/2)z 
f(x) = I PA — 9n  sin(z/2) 


0, |z! UA 


|z| < 7, 


是 上 一 oo 的 5 型 函数 序列 . CR Fourier 级 数 的 Dirichlet ET, 在 证 明 Fourier 级 
数 的 收敛 定理 时 起 了 重要 作用 . 
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6.6.1 广义 函数 族 

考虑 依赖 于 参数 a 的 广义 函数 族 {f(z)}, 其 中 a 属于 某 个 指标 集 2. 对 于 该 
指标 集 内 的 每 个 a, 定义 了 一 个 广义 函数 fa- 

定义 6.10 $ If.) 是 维 广义 函数 族 . 如 果 


Jim (éi Léi, VAE So (A), (6.35) 
则 称 a 一 ao H {fa} 在 广义 函数 的 意义 下 收敛 到 fs 记 为 f, f. 
通过 上 述 定义 , 广义 函数 的 收敛 性 就 转化 为 数列 的 收敛 性 . 
o 参阅 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 )， 第 11 


SS, 811.5. 
@ 这 个 指标 集 常常 就 是 正 整 数 集 , Hl a 为 正 整数 ,因而 就 是 讨论 广义 函数 序列 . 
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定理 6.4 ENT Z (2n) 内 的 每 一 个 ó, 极限 Jim (fa, $) 存在 , 则 存在 并 
且 只 存在 一 个 广义 函数 f. 使 得 a 一 ao 时 f, — f, ep ` 


dim (éi, Ve e A C4). 


作为 定理 6.4 的 特殊 情形 , 考虑 广义 函数 序列 {fr}. 若 对 于 每 个 s lim (fe, ó) 
存在 ， 由 此 就 可 推定 存在 唯一 的 一 个 广义 函数 f EE k — oo 时 ， 对 于 每 个 
6. (fi, 0) > (5,0). fe f. 

由 广义 函数 序列 的 收敛 性 又 能 导出 广义 函数 级 数 的 收敛 定义 ， 令 MIKE 

… 是 n 维 广义 函数 . 当 且 仅 当 广义 函数 序列 fe = x u; 收敛 , 则 有 > uk = 


在 处 理 An 上 的 局 部 可 积 函 数 族 {f4} 时 ， kh 
性 与 经 典 意义 下 的 收敛 性 之 间 的 关系 . 然而 广义 函数 意义 下 的 收敛 性 毕竟 不 等 同 
于 经 典 意义 下 的 收敛 性 , 甚至 没有 (经 典 意义 下 的 ) 逐 点 收敛 性 也 可 能 有 广义 函数 
的 收敛 性 . 例如 , 34 m 一 oo D, 22; 内 的 序列 (sin ma) 并 不 ( 逐 点 ) 收敛 , 然而 用 
分 部 积分 能 够 证 明 , 对 于 每 一 个 检验 函数 o 有 


oo 
lim Sin mr @(z)dz = lim l J cos mz @ (rz) dr =... = 0, 
m> m —oo 


所 以 在 广义 函数 的 意义 下 
sinmz 一 0, m 一 oo. | (6.36a) 


6.6.2 广义 函数 族 的 微 商 
令 {f。} 是 任意 广义 函数 族 , 且 当 a 一 ao 时 在 广义 函数 意义 下 fs— f, 则 因为 


0f. _ 00V . 34 of 
(ai (4. 23) (s 2. )- (2L DI 
所 以 在 广义 函数 的 意义 下 , 有 
oj of 
Or; C Oz, 
由 此 立即 推出 , 24 a 一 ao 时 , 在 广义 函数 的 意义 下 D^ f,  D* f, HP k MERKI 
多 重 指标 , 这 样 , 每 一 个 广义 函数 序列 或 广义 函数 级 数 都 可 以 逐 项 微 商 . 这 和 经 典 
的 函数 级 数 有 很 大 的 不 同 : 在 经 典 意 义 下 ,只 在 比较 严格 的 限制 下 才能 逐 项 微 商 ! 
作为 简单 的 一 维 的 例子 , 我 们 由 (6.36a) 式 就 能 推出 


Q — Qo. 


lim m?sinmz = lim m)? cosm= = 0, VpcN. (6.36b) 
m-—oo Too 
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同样 , 若 有 广义 函数 序列 {fm m e N}, 它 收敛 到 广义 函数 f, 则 立即 可 得 
| m ð ð of 
(30) = Voca) as)" » d 
所 以 逐 项 微 商 而 得 到 的 序列 KE m e N) 一 定 收敛 到 E 


类 似 地 , 若 广义 函数 序列 hi hae “十 hm 十 : CIN Aen 9， 则 可 逐 
项 微 商 ， 从 而 得 到 


hi +h; EE DOE EEN 


上 面 的 这 些 结果 说 明 , 在 广义 函数 的 意义 下 , 微 商 与 求 极限 总 可 以 交换 次 序 . 
但 在 经 典 的 微 积分 中 并 没有 这 样 的 结论 . 可 微 函 数 构成 的 收敛 序列 ， 微 商 后 一 般 
并 不 收敛 例如， 序列 {fm = sinmz/m) 一 致 收敛 到 0， 可 是 这 个 序列 的 导数 
(fi (z) = cosmz} 在 经 典 意义 下 并 不 收敛 , 更 谈 不 上 收敛 到 序列 极限 的 导数 . 但 是 
在 广义 函数 的 意义 下 , 序列 f 收敛 ,而 且 收敛 到 0. 不 仅 如 此 , 在 广义 函数 的 意 
义 下 , 序列 


E = —msinmr, Jf = —m cos mz (m —1,2,---) 
及 更 高 阶 导 数 的 序列 也 都 收敛 到 0. 
例 6.12 考虑 由 
„~n f Ing, z > 0, 
e z«0 


定义 的 泛 函 . 因为 对 于 固定 的 y, 有 
ln(z + iy) = jm (z? +y 2) + iarctan Z, 


所 以 , 当 y 一 0+ 时 左 端 趋 于 In(z + 30). 而 右 端 

° 第 一 项 收敛 (单调 下 降 ) 到 ln|z|; 

° 第 二 项 收敛 到 h(z) = izm(—z) = in[1 一 n(z)]. 
所 以 在 广义 函数 意义 下 仍然 有 


ln(z + i0) = lim ln(z +). 
y—0r 
注意 In |z| 的 导数 是 1/2. h(z) 的 导数 是 -ir8(z)， 所 以 


d . 1 . 
ER ln(z + i0) = "in inó(x). (6.372) 
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另 一 方面 , 因为 在 广义 水 数 的 意义 下 , 微 商 与 求 极限 总 可 以 交换 次 序 ， 所 以 


d d 
这 样 我 们 就 得 到 了 


1 
lim ——— = v.p.— —i . 
Jim — y VP. iz (z), (6.37b) 


其 中 v.p. 表示 取 Cauchy 主 值 . 此 结果 即 等 价 于 


. ° gz 
Jm f Z = Ze iya -vp | "7 $(2) s — ing(0 (6.37c) 


在 数学 物理 中 , 经 常 遇 到 在 .多 ,, 上 不 一 致 收敛 的 函数 序列 . 这 些 函数 序列 , 可 
能 逐 点 收敛 , 可 能 不 逐 点 收敛 ,甚至 完全 不 收敛 . 不 论 在 哪 种 情形 下 ,常常 可 以 应 
用 广义 函数 来 理解 逐 项 求 导 的 合法 性 . 例如 , 已 知 序列 {f(z)} (为 了 简单 起 见 , 假 
设 定义 在 e E) 若 能 找到 正 整 数 m, 使 得 {f(z)} 是 序列 {gi(z)} 的 m 阶 导数 ， 
E gi(z) > g(z), 则 在 广义 函数 的 意义 下 , 也 有 gle) 一 g(z). 因为 在 广义 函数 意 
义 下 逐 项 求 导 是 合法 的 , 所 以 gU >g, BB f, — g09, 其 中 g(m) 是 g (在 广义 
函数 意义 下 ) 的 m 阶 导 数 . 
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6.7.1 两 个 例题 

例 6.13 求 广义 函数 zan(z) (— 1<e< ms. 

86.3 中 其 实 已 经 讨论 过 这 个 问题 , 见 (6.17) 式 . 按照 广义 函数 的 求 导 法 则 , 应 
当 有 

i [r^n(z)] = az nts), —1 <a < 0. 

现在 要 来 进一步 探求 一 下 这 个 求 导 法 则 的 内 涵 . 注意 ，zron(z) 作为 普通 函数 ,在 
一 1 < o < 0 的 条 件 下 是 局 部 可 积 的 , 但 (在 x = 0 点 ) 不 可 导 . HE, 即使 先 置 
z = 0 点 而 不 顾 , 这 个 函数 在 区 间 0 < z < co 上 的 导数 ar! 也 不 局 部 可 积 . 因 
此 , 我 们 必须 按照 (6.18) 式 来 求 z^n(z) 它 作为 广义 函数 的 导数 : 


ergi ai =- (nla), g) = [^ zea. 
为 了 计算 出 此 积分 , 可 以 分 部 积分 , 从 而 得 到 
(i^n) = - im Íz [o ei - f ox tot + Clae}. 
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取 C = —%(0), 则 有 
(zēna), 9) = b= im [^ azc [gb(z) — &(0)]dz = Í azc [ẹ(x) — @(0)]dz 
这 正 是 广义 函数 [nm (2)] 的 定义 , 即 [zen(z)] = arna) 的 准确 含义 . 这 时 得 


到 的 导数 wz Tute) 是 奇异 的 , (H35 x Z0 BJ, 它 和 正则 广义 函数 相同 . 广义 函数 
oz^ n(z) 的 奇异 性 , 就 表现 为 它 对 于 检验 函数 p(z) 的 作用 是 


(az? n(z), éi = IR oz? n(z)[é(x) — $(0)]dz 
= [oso - 40an, (6.8) 


而 非 
n az? n(s)é(s)ds = | ax? ló(x)dx 


后 一 积分 显然 是 发 散 的 ， 前 一 积分 与 后 一 积分 不 同 : 被 积 函数 中 的 p(x) 换 成 了 
4(z) 一 (0)， 这 样 既 保证 了 积分 在 z o 处 的 收敛 性 ， 也 不 破坏 积分 在 co 处 
的 收敛 性 . 即使 在 广义 函数 的 意义 下 ， 我 们 仍然 常常 习惯 性 地 、 纯 粹 形式 地 将 
(az ais), Ai 写成 


(az?-!n(x), 9) = IR axr% n(x)ó(x)dx 


只 是 这 时 上 式 右 端的 表达 式 不 应 当 看 成 通常 意义 下 的 定 积分 , 而 应 当 理 解 为 (6.38) 
X. 用 广义 函数 的 语言 说 , 这 种 做 法 称 为 “发 散 积 分 的 正则 化 ”. 


B| 6.14 在 广义 函数 意义 下 计算 定 积 分 


a 
f z^ ó(z)dz, —n — 1 < o < —n, a > 0, 
0 


其 中 gz) 为 检验 函数 . 
为 了 计算 此 积分 , 需要 设法 将 被 积 函数 化 为 男 一 (广义 ) 函数 的 导数 . 为 此 , 先 
将 积分 改写 为 


f rz°%à(z)dz = IR [z^n(z) — z?n(z 一 a)]é(z)dz 
0 一 oo 


若 f(z) 是 当 z > a 时 可 微 的 普通 函数 ， 则 
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T [fane - all = S (Ef) — anle — a)) + È [f(a)n(z — 2) 
= f'G)n(z — a) + f(a)8(z — a). 
将 此 公式 反复 应 用 于 zon(z — a) 型 的 函数 ,就 得 到 


= [r?*'n(z — a)] = (e + 1)z^n(z — a) + a**!8(z — a), 
2 [z*t?n(z — a)] = E (o + 2)z** n(z — a) + a**?8(z — a)) 


= (a + 2)(a + 1)z?n(z — a) + (a + 2)a**! (z — a) + a**?8' (x — a), 


并 且 结 合 (6.17) 3X. 有 


Tr(a 
z^n(z) — z^n(z—a) = AD Ze am (z^*"fn(z) -n(z — a)]) 
DT(oc1) a T(atl) 542; 
Fa) 90-9 * pug oce) 
ST Dis — a), a+n > —1. 


代入 所 求 积分 ,， 即 可 求 得 

n dies = CO SE f "go dC y)dz 
T(a+1) 
T(a+2) 


Tr(a+1) 
T(a+3) 
n— T(a+1) an ,(n— 

GT? 十 dX SIC (6.39) 
在 标准 的 数学 分 析 教 程 中 ， 左 端的 积分 是 不 收敛 的 . 但 如 果 在 形式 上 分 部 积分 n 
次 , MERA rH, got? ein 等 项 在 下 限 z = 0 的 值 (应 为 无 穷 )2， 则 正好 
就 得 到 (6.39) 式 . 

6.7.2 发 散 积分 的 正则 化 , 非 局 部 可 积 函 数 的 正则 化 泛 函 

在 86.2 中 , 已 经 讨论 过 如 何 定义 局 部 可 积 函数 所 对 应 的 广义 函数 . 因此 , 广义 
函数 的 重要 问题 之 一 自然 是 : 给 定 一 个 普通 的 ( 非 局 部 可 积 的 , 或 者 说 ， 具 有 不 可 
积 奇 点 的 ) 函数 f(z) (例如 一 元 函数 1/z)， 能 和 否 也 定义 出 相应 的 广义 函数 ? 或 者 换 
一 个 说 法 , 是 否 存在 一 个 广义 函数 f, 它 在 f(z) 局 部 可 积 的 所 有 点 上 都 等 于 f(x)? 


Q 这 相当 于 选择 特殊 的 检验 函数 , BH z = 0 是 bz) 的 a 阶 零点 : 9(0) = p0) = @#”(0) = 
din" Um = 0, 而 $(" (0) #0. 


+ ui ela) 一 CA 


pe (-1) 
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而 且 , 一 旦 建立 了 这 样 的 对 应 关系 f(x) o f, 更 进一步 的 问题 就 是 : 在 相应 的 广义 

函数 加 法 与 (无 限 可 微 ) 函数 相 乘 及 微分 运算 中 ,这 种 对 应 关系 是 否 得 以 保持 ? 对 

这 些 问题 的 回答 至 为 重要 ,这 涉及 能 否 将 具有 不 可 积 奇 点 的 函数 包括 进 广义 函数 

中 来 . 

| 不 妨 先 讨论 只 有 一 个 (不 可 积 ) 奇 点 的 情形 . 令 f(z) 是 处 处 局 部 可 积 函 数 , 但 
z = zo 点 除外 , 在 该 点 函数 具有 不 可 积 的 奇异 性 . 在 这 种 情况 下 , 积分 


Hz)blzjdz， ola) E Z° (6.40) 


一 般 是 不 收敛 的 . 但 是 如 果 (z) 在 zo 点 的 邻 域内 为 0, 则 积分 可 能 收敛 . 我 们 的 
问题 就 是 ,是 否 可 以 利用 类 似 于 例 6.13 与 例 6.14 的 办 法 ， 重新 定义 泛 函 ， 使 得 对 
+ Z° 内 所 有 o). 泛 函 值 能 由 某 种 特定 形式 的 积分 给 出 . 这 样 的 泛 函 就 称 为 发 
散 积分 (6.40) 的 正则 化 , 或 称 为 f(x) 的 正则 化 泛 函 . 
函数 f(z) 的 正则 化 泛 函 是 连续 线性 泛 函 F, 它 处 处 等 于 f(z), 但 zo 点 除外 . 
例 6.15 广义 函数 (Inz)n(z) 的 导数 . l 
当 z>0 时 ,这 个 广义 函数 和 普通 函数 In z 相等 , 而 后 者 的 导数 为 1/z， 故 可 
以 推测 , 作为 广义 函数 (in z)n(z) 的 导数 , 可 能 与 泛 函 J s $), 有 联系 . 但 这 是 


一 个 发 散 积分 ， 且 无 法 用 bz)-4(0) 代替 o(z) RET ENE, 因为 这 样 代 换 
后 的 积分 在 oo 仍 是 发 散 的 . 因此 , 我 们 还 需 从 广义 函数 导数 的 定义 (6.18) 出 发 : 


([(mzm(z)] ai = — (In z)n(z), #') = - [ awas 
二 一 IR (In z)@#'(z)dz = 一 im fi (In z)é(x)|" - f £ glz) a dz) 


SEU dp Wéi 

= - jim Í (ne)6(0) + (Ing)[ au Ir" $() Jas] 
pw [$8 9) " 
Cla 3 nü-2),. 


这 样 得 到 的 正 是 函数 zn) 的 正则 化 泛 函 . 上 面 的 最 后 一 步 用 到 了 


1 oo _ 
-me = f z-[ n-2),. 
E T E r 


下 面 列 出 有 关 正 则 化 泛 函 存在 性 的 几 个 结论 . 为 了 简单 起 见 , 取 zo = 0. 
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结论 1 如 果 存在 整数 m>0, 使 得 f(z) lel” 局 部 可 积 , 则 积分 (6.40) 可 以 
正则 化 | 
在 这 种 情形 下 ,可 以 按照 下 列 方程 构造 正则 化 泛 函 f. 
一 zx z)-— glz) 
ai - [ rofa- ag, FE 
BD A @(z) 的 Taylor 展开 中 减 去 足够 多 的 项 , 使 得 留 下 的 项 具有 高 于 Lu" HUTE. 
显然, 积分 (6.41) 对 Z 内 的 所 有 ole) 收敛 , 而 且 是 连续 线性 泛 函 , MEE 
数 (z) 直至 其 m 阶 导数 在 坐标 原点 的 邻 域内 均 为 0, 则 (6.41) REX 


Zi 
z—0 


zm 


ZE na -ieb Jas. (6.41) 


t f f(x)ó(x)da. 


所 以 除 坐 标 原点 之 外 ,+ 与 f(x) 相等 . 

结论 2 如 果 fo 是 积分 (6.40) 的 正则 化 泛 函 问题 的 一 个 特 解 ， 即 fo 使 积分 
(6.40) 正则 化 , 则 fo 加 上 本 性 点 在 zo = 0 的 任意 一 个 泛 函 就 得 到 通 解 f. 

4 fo 是 正则 化 泛 函 ,9 是 本 性 点 在 原点 上 的 泛 函 ， 则 对 于 在 原点 邻 域 内 为 0 
的 检验 函数 (m), 有 


(fo +g, di = (fo, à) + (g, 9) = (fo, ) , 


所 以 fo + g 也 是 正则 化 泛 函 . 反之 , 如 果 fo Z fi 是 积分 (06.40) 的 两 个 正则 化 泛 
R. 则 对 于 所 有 在 原点 邻 域 内 为 0 的 检验 函数 (m), 有 


(fo — fi.) = (fo, @) — (fi. à) = 0. 


所 以 fo — fi 是 集中 作用 在 原点 zo = 0 HZR. 
结论 3 如 果 在 顶点 位 于 zo = 0 的 某 个 立体 角 内 ，j(z) 满足 条 件 


f(z) 2 F(|z|), 


24 p 5S0 BF F(r) HE 1/r 的 任意 次 帘 都 快 地 单调 上 升 , 则 积分 (6.40) 不 能 正则 化 . 
I 评述 GOMA 3 ARB AE XU dA HC DO Mop AR HE SG Br 4 kk 60 RS 3k, 
RRIAK AXT XU b CIRCA A TTE 428, RA E88 RUE — XEFERIC AG 5 Ey 
EENEG EEN 

如 果 f(z) 有 不 止 一 个 奇 点 ， 而 是 有 多 个 甚至 可 数 的 无 穷 多 个 孤立 奇 点 ， 也 可 
以 类 似 地 定义 正则 化 泛 函 , 只 要 在 任意 有 界 区 间 中 , 奇 点 的 个 数 是 有 限 的 . 
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6.7.3 广义 函数 1/z 
广义 函数 1/z 可 定义 为 广义 函数 In || 的 导数 . 
在 R 内， 局 部 可 积 函 数 f(z) = In|z| TÄ A 


DEEN) ^ In|z|ó(z)dz 
定义 相应 的 广义 函数 . 现在 求 此 广义 函数 的 导数 , 按照 定义 (6.18). 我 们 有 
(In|z|”,9) = - tall e) = - f _ n z|(z)4z = — lim J. In |z| #'(z)d= 
= lim | |- In |z| oa) — Injz| % | + 1 d 


= lim —ó(x)dz, 
€70 JIz|ze Y e 


即 
人 In |z| D = v.p. I Ž (z)dz. (6.42a) 
因此 , 可 以 定义 广义 函数 1/z 为 
(ai) = v.p. n -é(z)dz, (6.42b) 
NS d 1 
az Inlzl = =: (6.43) 


FS 评述 作为 普通 函数 , 1/7 不 是 局 部 可 积 的 , BL ORE 1/z 属于 奇异 型 广 
LAR. 这 个 广义 函数 , 在 -co < z < 0 Z, 0 < z < co 的 区 间 内 与 平常 的 浮 数 1/x 
相等 | 

如 果 进 一 步 定 义 广 义 函 数 


ln(z + i0) = lim. ln(z + iy) = ln |z| + ir m(—z), 
y 


就 还 能 得 到 
d 
dz 
广义 函数 1/z 是 方程 zf = 1 的 奇 广义 函数 解 . 
通过 广义 函数 1/z, 可 以 进一步 定义 

L cop eil (6.45) 


zm ` (m-1) dzm-1 g 


d : ，qdn(-Z) 1 . 
一 1 = — il. . . 
n(z + i0) In |z| + iz iné(x) (6.44) 
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87.1 ”广义 函数 中 的 微分 方程 
在 经 典 微 积分 的 范畴 内 , 我 们 已 经 熟悉 了 作为 经 典 函 数 的 常 微分 方程 
ao(z)ju™ (z) + a4 (z)u7P (a) + + as (z)u(z) = b(z) (7.1) 


的 解 . 但 一 旦 涉及 微分 方程 的 Green 函数 问题 ， 方程 中 出 现 8 函数 ， 原 则 上 就 必 
然 应 当 在 广义 函数 的 层次 上 加 以 研究 .作为 广义 函数 u(z) 的 n 阶 线性 常 微分 方 
程 ，(7.1) 式 在 广义 函数 下 是 有 意义 的 ,这 里 需要 假设 系数 ao(z), ait(z)，…，,an(z) 
是 无 限 可 微 函 数 . 本 节 将 从 广义 函数 的 角度 , 建立 起 微分 方程 解 的 概念 及 其 与 经 典 
意义 下 的 解 的 异同 , 包括 概念 上 的 差异 和 实际 解 式 上 的 差异 . 


7.1.1 2, 内 的 微分 方程 v = 0 
考虑 特别 简单 的 微分 方程 
u = 0. ` (7.2) 
我 们 知道 ， 作 为 普通 函数 的 微分 方程 ， 其 通 解 (经 典 解 ) 为 常数 u = C. wb, 如 
果 把 方程 (7.2) 看 成 广义 函数 的 微分 方程 , 则 广义 函数 C 仍然 是 它 的 解 . 现在 要 证 
明 ， 作 为 广义 函数 的 微分 方程 ,方程 (7.2) 的 通 解 仍然 只 是 常数 w = C， 即 作为 广 
义 函 数 微分 方程 (7.2) 的 通 解 u, 一 定 满足 (u, p) = (c. 9). 
首先 需要 了 解 ,在 广义 函数 的 框架 内 ， 所 谓 方 程 (7.2) 的 广义 函数 解 v， 按 照 
广义 函数 导数 的 定义 , 就 应 当 理 解 为 满足 泛 函 等 式 
(u, d^) = 0, Vó(z) € X. (7.2/) 
但 问题 是 ， 从 表达 式 (7.27) 看 ， 如 此 定义 的 泛 函 v， 它 并 不 是 作用 在 e" ARE 
意 函 数 上 , 它 只 作用 于 G KTE QUA M)， 此 子 集 内 的 函数 总 是 "o. 
个 函数 的 导数 . 并 非 每 个 检验 函数 都 有 这 样 的 特性 . 例如 检验 函数 (5.1) 就 不 是 另 
一 个 检验 函数 的 导数 . 对 于 检验 函数 空间 名 ”内 的 子 集 M, 一 定 具有 下 列 性 质 : 
引 理 7.1 Wc € (A). HU p e M 的 充分 必要 条 件 是 


人 ` ydz = 0. (7.3) 


ú 证 先 证 必要 性 . # ve M, MJ o = x, H'hxe & GE). 由 此 得 出 
f dz = d = 0, 故 (7.3) 式 成 立 . 
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再 证 充分 性 . vc QUA). B [va 0, 故 可 定义 x(z) -[ yar. 
MJ x 无 限 可 微 ， 且 由 于 (7.3) 式 , 故 x 在 一 定 有 界 区 间 外 为 0. 因此 x ARRE 
数 , HH x =y 可 得 yeM. 口 

按照 引 理 71, 我 们 就 可 以 将 整个 检验 函数 空间 Z° 划分 为 两 部 分 ,一 部 分 
ETR M. 其 特征 是 |” paz = 0, 而 剩余 的 部 分 , 应 当 有 (ode 存在 , 然而 不 
为 0. 在 这 部 分 中 ,我 们 总 可 以 毫 不 困难 地 找到 一 个 检验 函数 go, 满足 | “和 dz=1 
的 要 求 . 可 以 证 明 , 任意 一 个 检验 函数 o 总 可 以 表示 为 和 与 少 这 两 类 检验 函数 
的 线性 释 加 , 见 下面 的 引 理 : 

引 理 7.2 4 to(z) 是 固定 (然而 任意 ) 的 检验 函数 , 使 /”4odz = 1, 则 对 于 
任意 一 个 检验 函数 (n) e Z° GL). 总 存 在 唯一 的 一 个 常数 a 和 唯一 的 一 个 元 素 
v € M, 使 得 


ó(z) = ado(z) + die), (7.4) 
证 a= Idi ode JEESE X. A = A — ode, H y 的 定义 能 看 出 它 是 
检验 函数 , B. n "dz = 0. 因此 y c M. 唯一 性 的 证 明 从 略 . D 


完成 了 这 些 准备 工作 之 后 , 现在 就 可 以 着 手 讨论 方程 (7.2). 因为 DI S ee 
B Bd (7.4) K, 一 定 有 


(u, di =Q (u, Qo) + (u, v) E 
其 中 we M. # u B (72) 的 解 ， 则 (uu) = 0. 所 以 对 于 每 一 个 5 € Z° GA), 
都 有 
(u, di 一 a (u, po) 一 (u, $o) f $ dz = (c, di, 

其 中 c 是 常数 (w, po). 这 样 我 们 已 经 证 明了 只 有 广义 函数 为 常数 才能 是 方程 (7.2) 
的 解 , 容易 验 证 常数 广义 函数 的 确 满 足 微分 方程 (7.2). 

同样 可 以 证 明 , Æ a) (z), a2(z),… ,an(7) 均 为 无 限 可 微 函 数 , 则 对 于 高 阶 齐 次 
微分 方程 


u(? + a (z)u H + as(z)u(^7? 4... E a4 a (z)u! + as(x)u = 0, 


在 广义 函数 的 意义 下 , 除了 经 典 解 之 外 , 也 别 无 它 解 . 
但 如 果 方 程 的 系数 有 奇 点 时 ,情况 便 会 不 同 ; 在 广义 函数 中 可 以 出 现 (经 典 解 
中 所 没有 的 ) 新 的 解 . 


例 7.1 考虑 一 阶 微分 方程 = =0. 
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当 z Z O 时 ,其 解 一 定 为 常数 . 因此 , 在 广义 函数 下 ， 就 有 两 个 线性 无 关 解 
Wi(z)=1 和 gw(z)=m(z)， 因 而 通 解 为 


y = C1 + Can(z). 
例 7.2 在 广义 函数 中 , 方程 —2z3 =y 只 有 单独 一 个 解 y = 0, 这 是 因为 当 
z 40 时 广义 函数 解 一 定 与 经 典 解 — Cexp {z-?} 重合 , 其 中 Czx0 或 C=0 均 
可 . 然而 按照 86.7 结论 3 ( 见 第 168 页 ) 所 述 , 积分 J exp {272 }o(2) dz 无 法 正则 
化 , 故 只 有 唯一 选择 C = 0. 


7.1.2 Pı 内 的 微分 方程 w/ = f 
再 转 到 非 齐 次 方程 
u = f, (7.5) 


其 中 f 是 任意 给 定 的 广义 函数 . 按照 定义 , 当 且 仅 当 
lup) =- (o), Yoe Sa (9) 

M SREDE (15). 为 了 求 出 (7.5) 的 通 解 , 我 们 利用 (7.4) 式 作 分 解 而 写 为 

(u, d) = a (u, do) + (u, Y), 
Et pe M, 比如 说 多 =x, x e cy CA). x 可 以 用 4 表示 出 来 : 

x= 人 vade= f gas- i f dols). 

因为 ,是 方程 (7.5) mme, Wl 

(u,9) = (X) = - (fx), 


因此 
(u, $) 一 (u, Qo) (1, $) m (f, x) ` 
我 们 能 够 合理 地 定义 广义 函数 u, ?, 作为 方程 (7.5) 的 特 解 : 


(ip 办 三 一 ( 户 X - (7.6) 


O x 的 确 是 检验 函数 , 线性 地 依赖 于 ó, 所 以 (7.6) 式 就 在 检验 函数 o 的 空间 内 定义 了 一 个 线性 泛 函 . 
前 且 如 果 {8m} 是 fg? (24) 内 的 零 序 列 , 则 {Ym} 及 {xm} 亦 然 . 因此 由 (7.6) 式 定义 的 泛 函 连续 , 换 
言 之 , 是 广义 函数 . 
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因此 , 方程 (7.5) 的 每 一 个 解 都 一 定 是 
(u, $) =C (1, di + (up; $) 


的 形式 . 反之 , 也 容易 验证 , 每 一 个 这 种 形式 的 广义 函数 的 确 都 是 解 . 这 和 我 们 在 
数学 分 析 中 得 到 的 结论 一 致 : 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 等 于 该 方程 的 一 个 特 解 加 
上 相应 齐 次 方程 的 通 解 . 


7.1.3 经 典 解 、 弱 解 和 广义 函数 解 


现在 看 常 微分 方程 
du 
g 710 N:a<r<b, (7.7) 
B 
(= à) = (fy, we O(N) (7.7) 
daz — 1 , 0 D . 


其 中 cy (0) 表示 支 集 在 2 内 的 检验 函数 类 . 如 果 f(x) 是 连续 函数 , 我 们 能 在 经 
典 意义 下 定义 解 的 概念 : E u(z) 具有 连续 导数 , 在 Q 上 逐 点 满足 (7.7) A, WKE 
是 经 典 解 (或 严格 解 ). 将 (7.7) 式 的 左 端 分 部 积分 并 利用 在 边界 的 邻 域内 $= 0 
这 一 事实 , 就 能 得 到 , 对 于 (7.7) 式 的 任意 一 个 经 典 解 ， 有 


d =° 
f feas - - f uo Yge gn (Q2). (7.8) 


(7.8) 式 的 两 端 在 f 及 羽 均 不 局 部 可 积 时 也 有 意义 , 它 给 出 方程 (7.7) 的 弱 解 ， 
E f 局 部 可 积 , 则 当 且 仅 当 对 于 ZOP) 内 的 每 一 个 $, u 都 满足 (7.8) RR, u 
称 为 方程 (7.7) 的 弱 解 . 这 时 我 们 也 说 du/dz = f 在 减弱 的 意义 下 成 立 . 

更 进一步 , 如 果 f 也 是 广义 函数 , 则 当 且 仅 当 广义 函数 u 满足 

- (uS) - d.a). vée A (4) (79 

时 , 称 为 (77) 的 广义 函数 解 .注意 (79) 式 左 端 是 广义 函数 w 的 定义 . 如 果 广 
义 函 数 是 由 局 部 可 积 函数 生成 的 ， 并 且 我 们 寻找 的 解 u 也 是 局 部 可 积 函 数 ， 则 
(7.9) 式 退 化 为 (7.8) 式 ， 即 退化 为 弱 解 . 

可 以 把 这 些 思想 推广 到 更 一 般 的 算 符 . 今 LE n EIER r,r, an 的 任 
Ë p 阶 线性 微分 算 符 : 


L= 5 a(z) DF, 


|k|&p |k| = ki ko +--+ kn. 


8 = (ki, k2, a kn), 
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假定 ak(z) ERTH, 则 对 于 任意 广义 函数 u, 广义 函数 Lu 总 存在 ,仿照 86.3 中 
定义 广义 函数 运算 法 则 的 做 法 , 总 可 以 将 对 实施 的 微分 运算 工 转移 到 检验 函数 
@ E: 

(Lu, à) Š (u, L! 9), 


其 中 Lt 就 是 工 的 伴 算 符 ， 


Lig= Y (-1) D'(a,). (7.10) 
Ik|<p 
因此 我 们 也 就 对 方程 
Lu=f, rei (7.11) 
赋予 了 广义 函数 的 意义 ,其 中 f 是 已 知 的 广义 函数 . 
定义 7.1 如 果 
(uL'ó)-(fó, Voe a (X), (7.12) 


则 称 广义 函数 w 是 方程 (7.11) 的 解 . 

定义 7.2 dE f 局 部 可 积 , 则 称 满足 (7.12) 式 的 局 部 可 积 函数 u 为 方程 (7.11) 
在 Q 上 的 弱 解 . 

定理 7.1 $ f(z) 在 Q 上 连续 , 则 

(1) 方程 (7.11) 的 经 典 解 也 是 弱 解 ; 

(2) Q 上 有 p 阶 连续 导数 的 任意 弱 解 是 经 典 解 . 

这 自然 就 产生 一 个 问题 , 方程 (7.11) 是 否 能 有 弱 解 而 非 经 典 解 . 定理 7.1 之 (2) 
告诉 我 们 , 任何 一 个 这 样 的 弱 解 不 能 属于 € (0). Q0 = 2, 中 的 一 个 简单 例子 是 
一 阶 微分 方程 ru = 0, 它 有 弱 解 u(x) = n(z), (ent, p) = m',z@) (éi =0, 但 
显然 不 是 经 典 解 . 在 OA, CB. 弱 解 与 微分 方程 具有 奇 点 (在 本 例 中 是 z = 0) 有 关 ， 
在 该 点 , 方程 的 最 高 阶 导数 Du 的 系数 为 0. 偏 微分 方程 的 情形 要 更 复杂 . 这 时 
需要 考察 最 高 阶 导数 的 有 关 各 项 的 系数 , 见 下 面 的 例子 . 

例 7.3 在 5 中 , x = (1,22). 考虑 方程 

Ou 

Ori 
它 的 经 典 解 是 u= f(z2)， 其 中 f 可 微 . 因为 在 方程 中 没有 涉及 对 z, 求 微 商 ， 故 
f(z2) 可 微 的 要 求 可 以 减弱 而 仍然 满足 方程 . 例如 ，w = n(z2) 就 是 方程 (7.13) 的 
弱 解 ,因为 容易 验证 


On(z2) _ oo fr /> 06 
(BE. (ez) ) = i) = / dra Í CES dru 


= 0, (7.13) 
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--[ olz, eil _ dzaz — 0. 


例 7.4 在 o m, £= (zi,Z2). 方程 
Ə2u 
Or1072 


有 经 典 解 u= f(z1) +g(z2), 其 中 f 和 9g 二 次 可 微 . 但 即使 /和 9 不 可 微 , 这 种 
类 型 的 v 仍旧 是 解 . 的 确 , u= nlr) 十 n(x2) 就 是 方程 (7.14) 的 弱 解 ， 因 为 


2(n (z 2 
= O69). we) = (ne) +n(2), 222) 


=0 (7.14) 


OrX1072 


oo oo 0? oo oo Oo 8 
例 7.5 考虑 一 维 空间 的 齐 次 波动 方程 
Ou Ou | 

Zu = 2B pA 0. (7.15) 
如 果 f 是 实 变量 的 任意 函数 , 具有 连续 二 阶 导数 , 则 容易 看 出 u = f(z OR 
(7.15) 的 解 . 这 个 解 是 以 速率 1 向 右 运 动 的 波 . 在 物理 上 似乎 没有 任何 理由 限制 波 
形 必须 二 次 可 微 . 下 面 证 明 u = ui: t) 就 是 方程 (7.15) 的 弱 解 . 因为 C? 是 自 伴 
的 ,按照 (7.12) 式 , 我 们 就 只 需 证 明 


(m(z _ t), "oi, t)) — 0, VY 检 验 函 数 ó(z. t), 


或 者 等 价 地 ， 
J. E 一 eh dzdt—0, Voe G (2). (7.16) 


作 变 量变 换 zl; = x 一 t, x2 = zx 十 t, 我 们 发 现 ， 上面 的 积分 就 简化 为 


oo oo Oo 
IR 
因为 86/0zi 仍 为 检验 函数 ， 故 
oo 06 
Se 027 o 

由 此 就 证 明了 (7.16) 式 . 同样 的 办 法 可 以 证 明 u = n(z + t) 也 是 方程 (7.15) 的 弱 
解 . 我 们 看 到 , 方程 (7.15) 的 弱 解 在 特征 线 z= 上 和 >z=-( 即 zi=0 和 za=0) 
上 可 以 有 跃 变 . 


2 = 0. 
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87.2 ” 常 微分 方程 初 值 问 题 的 Green 函数 
设 有 Sturm-Liouville 型 ( 非 齐 次 ) 常 微分 方程 的 初 值 问题 


d dy 
à DI + g(t)y(t) = f(t), (7.17a) 
y(0) = A, V (0) = B, (7.17b) 


这 里 不 要 求 系数 p(t) 与 g(t) 是 偶 函 数 ， 同 时 约定 y(t < 0) = 0. 现在 的 问题 是 ; 如 
何 定义 相应 的 Green 函数 ， 使 之 能 用 于 求解 上 述 常 微分 方程 初 值 问题 . 
7.2.1 Green 函数 解法 : 冲 量 定理 

我 们 可 以 定义 上 述 常 微分 方程 初 值 问题 的 Green 函数 g(t;7), 它 是 常 微分 方 
程 初 值 问题 


E | (t) dec: gd + q(t)g(t; T) = 8(t — 7), (7.188) 
_ dg(;ir) _ 
g(t;T)|,— = 0, ur | 0 (7.18b) 


的 解 . 在 初 值 问题 (7.17) 中 的 ALB 均 为 0 的 条 件 下 , 可 以 由 g(t;7) ELE T HH 
y(t). 其 基本 思路 是 , 将 方程 (7.17a) 的 非 齐 次 项 分 解 为 无 穷 多 个 脉冲 : 


-f ` f(z)8(t — r)dr, 
0 


利用 方程 (7.18a) 置换 上 式 中 的 5(t r), BI 
_ f des T) 
f(t) = f rods d (0) | nC Jr 


Je Slam) r Falt; T)àr, 


再 与 (7.17a) 式 比较 ， 就 能 推断 出 


y(t) = f f(7)g(t;7)dr = n f(r)g(t;)àr. (7.19) 
如 果 ALB 不 为 0, 我 们 可 以 (根据 冲 量 定理 ) 将 初 值 问题 (7.17) 改写 成 
S [pO SE] atul) = ü) + n) [BS — 0) + A&' (t — 0), (7.204) 


y(0) = 0, y'(0) = 0, (7.20b) 
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从 而 得 到 
y(t) = f Ir + p(0) [B5(7 一 0) 十 48(r 一 0)] bolt; T)ar 


- [1o Folt: yd + (0) Daten — AN 


8 ,| (7.21) 


在 上 面 的 推导 过 程 中 , 需要 将 初始 条 件 (7.20b) 中 的 y(0) 与 y (0) 理解 为 y(0—) 与 
y (0 一 ), 或 者 将 方程 (7.20a) 中 5(t — 0) 与 5'(t 一 0) 的 本 性 点 理解 为 0+. 
7.2.2 另 一 种 Green 项 数 解 法 

我 们 还 可 以 引进 初 值 问题 (7.17) 所 对 应 的 伴随 Green 函数 alt t) "E 
足 微 分 方程 初 值 问题 


5 p(z) = SEET (7.222) 
DA EEN cm D) EH (7.22b) 

m t dg!(—7; —t) 
oli -t., — 0， — NR 0. (7.22c) 


我 们 可 以 把 g' (—7; —t) 理解 为 体系 在 二 时刻 受到 一 个 单位 强度 的 扰动 后 而 在 — 
时 刻 的 响应 ; 初始 条 件 (7.22b) 表明 体系 在 受到 扰动 之 前 完全 处 于 静止 状态 . 

Green 函数 gt 与 g 并 不 相等 , 因为 它们 是 不 同方 程 的 解 . 事实 上 , 方程 (7.22a) 
等 价 于 (这 只 是 将 t+ 与 + 互 易 而 后 将 -t -r 改写 为 与 7) 


EEN 


可 以 看 出 , 除非 p(t) = p(t), gt) = of, 否则 方程 (7.22a') 左 端的 算 符 


Sa dëi ta 


不 同 于 出 现在 方程 (7.17a) 左 端的 算 符 . 
为 了 用 Green 函数 g! (—7; —£) 用 加 出 定 解 问题 (7.17) 的 解 , 需要 先 将 该 定 解 
问题 改写 为 


d dy ; 
dr Di ) 2 +q(r)u(r) = f(7), (7.1Ta/) 
y(0) = A, y'(0) — B. (7.17b/) 


@ ER, "4 p(—t) = p(t) q(—t) = q(t) D, 就 有 g'(—7;—t) = g(—7; —t). BI g' (t7) = glt; r). 
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而 后 将 方程 (7.17a’) 与 (7.22a) 分 别 乘 以 gi(—71;—t) 5 y(7)， 相 减 ， 再 在 区 间 


g (77i -t) n EZ] yD pa) | ar 
[rens pe voi posee 
= f. [rw -0 - ese nlar 
因此 , 定 解 问题 (7.17) 的 解 为 
0 = 人 jg (Tbdr 一 ioo lec -20 - weil 3 b. 


T Ta 
-f GE ET ue 
T=0 


dr 
dgt( 一 7; —t) 
dr 


-f f(7)g! (7^7; —t)dr + p(0) 的 (0; —t)—4 


u (7.23) 


7.2.8 Green 函数 的 对 称 性 
当 方 程 (7.17a) 具有 时 间 反 演 不 变性 ， 即 p(—t) = pt), q(—t) = q(t) 时 , 可 以 
证 明 Green 函数 具有 对 称 性 (或 称 倒 易 性 ) 


glt; T) = g(—7; —t). (7.24) 


WR p(—t) Z plt), q(—t) Z q(t), 此 式 当然 不 再 成 立 . 然而 比较 (721) 与 (7.23) 两 
式 , 就 会 发 现 , 我 们 应 当 有 


g(t; T) = g (T; —t). (7.25) 


这 个 结果 原则 上 可 以 根据 g(t;7) 与 g'(—7; —t) 满足 的 初 值 问题 (7.18) 与 (7.22) 而 
导出 . 请 读者 补足 证 明 . 
7.2.4 一 般 的 常 微分 方程 初 值 问题 
对 于 一 般 的 常 微分 方程 初 值 问题 
E + e) + «(t)y(t) = /(t), (7.262) 
y(0) — A, y (0) = B, (7.26b) 


我 们 固然 可 以 将 方程 (7.262) 变 为 Sturm-Liouville 型 的 ( 非 齐 次 ) 方程 , 但 是 也 可 
以 直接 由 此 初 值 问题 定义 相关 的 Green 函数 , 并 进而 求 出 初 值 问题 的 解 y(t). 这 时 
采用 微分 算 符 及 其 伴 算 符 的 记号 ， MERE 为 此 令 

L, = = BIEN 


SCH DEE ;*00. (7.272) 
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则 方程 (7.26a) WASA Liy = f(t). 定义 Green 函数 g! (—7; —t) 为 下 列 常 微分 


方程 初 值 问题 的 解 : 
M, gi (—7;-t) = 8(t — 7), 0«t,T < oo, 
g(77:-t)|,., = 0 Cr D E 
其 中 M, 是 L, 的 伴 算 符 : 
d2 d 


M, = [atr] - + [80] + (z). 
同时 将 初 值 问题 (7.26) 中 的 自 变量 改写 为 +, 即 


L, y(r) = f(7), 
y(0) = A, y'(0) = B, 


再 将 方程 (7.29a) RA g!(—7; —t), 方程 (7.28a) RL y(7)， 相 减 而 后 积分 ， 


0 


gd ^ IFE) (=r; t) — y(r)8(t — r)]ar 
-f f(r)gl C7; -bdr — y(t). 
由 此 即 得 


É [g (77: —t) L, y(7) — y(7) M, g (—r;—t)| dr 


(7.288) 


(7.28b) 


(7.27b) 


(7.29a) 
(7.29b) 


于 是 有 


y(t) = dée f(r)g (7r; -t)dr - L [g (—7: —t) Lr y(7) — (T) M, g' (77; -t)]dr 


-[ fo f(r)g! (—7; 一 区 dr 一 IR [gt (=r; —t) L- y(7) — (7) M. gl (—7; -t)]dr. 


注意 
/ ET TEE 


= Ja wett Dä) teste ai 


` {or-o ZE wiet E ostino] 


- [om lec -W - uo] J. 
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+ (r) -An 
dg! (—7; —t) 
dr 


= -a(0) Bg" (0.0 — A 


T=0 


因此 最 后 就 得 到 
t 
ug = [| fte Cri -t)ar + a — e'(0)JAg' (6: D 


十 a(0) oam 0) -OA Conn | 
T T=0 


显然 , 当 o'(t) = p(t) 时 , 此 结果 即 与 (7.23) 式 一 致 . 


| - (66) — ot] As! (6:0, 


(7.30) 


另外 ,也 可 以 想到 ,如 果 要 定义 Green 函数 g(t;7)， WIER (7.25) 式 的 要 求 ， 


它 应 当 是 
Mig(t;T) = 5(t — 7), 0 <t, r < co, 
dg(t; r) 
g(t;r)|,—, = 0, 一 一 一 一 0 
le dt icr 
的 解 . 


87.3 ” 常 微分 方程 边 值 问 题 的 Green 函数 
对 于 Sturm-Liouville 型 非 齐 次 常 微分 方程 的 边 值 问题 


ac [p SE] siet = fie 
y(a) = A, y(b) = B, 
我 们 可 以 定义 Green 函数 g(z; 6) 为 定 解 问题 
TEEN 
g(a; €) = 0, g(b;&) = 0 


的 解 . 在 一 般 的 数学 物理 方法 教材 中 都 会 证 明 此 Green 函数 具有 对 称 性 : 


g(z; 8) = g(6; z). 
边 值 问题 (7.32) 的 解 y(z) 可 由 g(x;&) 又 加 而 得 ， 即 


y(z) = f go; (dt + LO l, - aa ME) | 


(7.31a) 


(7.31b) 


(7.322) 


(7.32b) 


(7.332) 


(7.33b) 


(7.34) 


(7.35) 
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有 关 证 明 与 推导 , 此 处 不 再 重复 . 
第 三 类 边界 条 件 的 情形 可 以 类 似 地 讨论 . 
如 果 我 们 面临 的 是 非 Sturm-Liouville 型 常 微分 方程 的 边 值 问 题 


2 
ail + BG) E + teil = Fo), (7.362) 
y(a) = A, y(b) = B, (7.36b) 
则 有 两 种 方法 可 供 选择 : 第 一 种 方法 是 将 它 转化 为 Sturm-Liouvile 型 非 齐 次 常 微 
分 方程 的 边 值 问题 . 为 此 将 方程 (7.36a) 的 两 端 同 乘 以 p(z) 


2 
o(z)o(z) TE + paa) SE + Y(z)p(z)y = f(z)p(z), 


选择 o(z), 使 得 a(z)o(z) = ple), B (z)o(z) = p'(x), BI 
_ 1 7 BE) 
M= elf O) 
而 后 就 可 以 直接 引用 (7.32) — (7.35) 式 的 结果 , 只 是 要 将 (7.32a) 及 (7.35) 式 中 的 
f(x) 换 成 f (z) ole). 


第 二 种 方法 是 直接 根据 定 解 问题 (7.36) 定义 相应 的 Green 函数 tc 或 
f (zt). 采用 上 一 节 中 的 记号 


2 

L, o(2) 45 + BÈ + tel, (7.372) 
2 

M. = S [e(2)] = £ Pe] + 92), (7.37b) 

Gle 和 F E T) 分 别 是 边 值 问题 
L, Z (ai €) = 8(z — €), (7.38a) 
£(u£)-0, — (b) =0 (7.38b) 

与 

M, F} (z;£) = 8(z — £), (7.39a) 
$£'(a£)-0, | £'(b£)-0 (7.39b) 


的 解 . 将 边 值 问 题 (7.39) 中 的 & ASA E, 而 后 将 方程 (7.38a) 与 (7.398) 分 别 乘 以 
S (a;£) 与 乡 (x; 6), 所 得 二 式 相 减 ,再 积分 并 代入 边界 条 件 (7.38b) 与 (7.39b)， 
就 能 证 得 
EEE = (57), 亦 即 Fle) = Ga) (7.40) 
根据 (7.40) R, 还 能 进一步 得 到 Me 8(z;6) = Me F(E) 因此 
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M. S (z; 8) = b(x — €). (7.41a) 
同时 将 (7.40) 与 (7.39b) 式 结合 起 来 , 又 有 
£ (z; a) = 0, | Z (z; b) = 0. (7.41b) 


与 此 同时 , 将 边 值 问题 (7.36) 中 的 自 变 量 改 换 为 《， 而 后 将 此 方程 及 (7.41a) 式 分 
别 乘 以 儿 (z;é&) 与 (68), 所 得 二 式 相 减 , 再 积分 : 


n [6:0 Meu - WE) Le £(se)]ac = f TEDNE weits la 


vey- Í foren - [oto £099 ve) 6:9 N 
_ Í [eo -rOle Ste 288 


代入 边界 条 件 (7.366) 及 (7.41b), 就 得 到 边 值 问题 (7.36) 的 解 


d Z(z;ë) 


b (z: 
wa - f FDO e (aan DEE — Aaq) ts 


u . (7.42) 


ES yp 
1. 3 o/(z) = B(x) 时 , L, = Mj;， 就 退化 为 Sturm-Liouville 常 微 分 方程 的 情 
X. 因此 Z'(x£)- Siet, (7.40) 式 也 就 变 为 (7.34) X. 
2. 当 o'(z) Z B(z) 时 ，(7.40) 式 只 对 第 一 类 边界 条 件 成 立 . 
3. 直接 比较 边 值 问题 (7.38) 35 (733), 还 能 导出 它们 的 解 之 间 的 关系 
F (z; £) = p(€)g(z; ch (7.43a) 
再 考虑 到 关系 式 (7.40), 又 能 得 出 


Z(6;z) = p(z)g(z; €). (7.43b) 


例 7.6 求解 


T [a -aA WES] wie eie) = (z - O, 


9(zi6)| 3f. 
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其 中 v 不 为 整数 . 
解 考虑 到 这 是 一 个 特殊 的 非 齐 次 方程 边 值 问题 : 方程 的 非 齐 次 项 只 出 现在 
z = 一点, 故 可 以 先 在 z Z 处 求 出 满足 齐 次 常 微分 方程 及 边界 条 件 的 解 


AP, (—z), —l«rc«£, 
g(z;£) = 
BP, (z), £ <z <1, 
再 根据 连接 条 件 
NE dg(sE)| 5^ 1 
g(z;&) s=- 0, dr se "TI £2" 


即 可 定 出 系数 A, B. 显然 ， 


BP, (£) - AP (6) =0, BÈO  ,dP,C - 


d£ d£ SE 
因为 ( 见 第 九 章 (9.4) 式 ) 
P, (z) Rafik? 2 sin ur 
dP, (x) dP,(-z) 一 71 — z2' 
dr dr 
所 以 
_ FAE E? 0 —P,(—é) 1 
2 sinumz | _ 1  dP,(-£)| 2 sin ut LE 
IS dé 
P,(£) 
| m1-£& cx 1 
A= 2 sinvn | dP, (€) l | 了 二 PS) 
dé 1-£& 
最 后 就 得 到 
"T 1 
Steg = 2 sin zz P (PL), -1 <r<é, 
' m l P,(-OP,(z) Sanel 
2sinvm “ NP T ` 


由 此 结果 也 可 看 出 , 当 v 是 整数 时 ,此 问题 无 解 . 
还 可 以 用 本 征 函 数 展开 法 求 Green 函数 g(z;8). 为 此 令 


glz; €) = 5 ` a (£)Pi(z). 


1=0 
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它 一 定 满足 边界 条 件 g(z; EN, 有 界 , 因此 只 需 代 入 微分 方程 定 出 gy(é) 即 可 . 将 
6(z —£) 也 按 Pi(z) 展开 , 得 


Y (v 4- 1) - l+ 1)]g(£)Pi(z) = -》 2 


l=0 


2l 十 


Lp (£) P,(z), 


I=0 
比较 系数 , 就 能 求 出 


dk "Y v(v + y 4 1) Pi). 
因此 ` 
ER LE yry ry POP) 
BJ 7.7 求解 
& [a - 299969). wie tie) = (e - D, 
g(z:£)).9—0, gE) 。_ ,有 界 ， 
其 中 v 不 为 整数 . 


AE 本 例题 与 例 76 大 同 小 异 : 微分 方程 相同 ， 差 别 只 在 于 求解 的 区 间 不 同 ， 
边界 条 件 因而 也 有 所 不 同 . 但 同样 可 以 先 在 z Z £ 处 求 出 满足 齐 次 常 微分 方程 及 
边界 条 件 的 解 


A[P, (z) 7 P,(-z)], 0czrc« E, 
g(z; £) = l 


BP,,(z), € <z <1, 
再 由 连接 条 件 a 
NN dg(zib 1 
g(z; £) zt = 0, dr e TIL £2 


导出 系数 A, B 之 间 应 当 满 足 的 关系 


AJP, (6) - PEN - BP, (£) = 0, 


dP,(£) dP,(-£)) dp) ^ 1 
ipit zi oo. 


dz 1— £2’ 
从 而 可 以 求 得 
A = -———P, (ë), B=— [P,(é) - pel, 


2 sin tot 2 sin vn 
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因此 . 
g(z;£) = ~ 2sin "5 [P,,(z) 一 P,(—-z)]), 0<z< £, 
ann NO P,(-&)]P,(z), € <z <1. 


和 例 7.6 一 样 , 也 可 以 用 本 征 函数 展开 法 求解 本 题 的 Green 函数 . 只 是 需要 注 
意 ， 由 于 本 征 值 问题 


dy(z) 


dr 


i-e 


y(0) =0， (DER 


| + Ay(z) = 0, 


的 解 为 
X = (21 + 1)(21 + 2), 


yi(z) = Patz, 
本 征 函 数组 (P>... (z)) 在 [0,1]. 上 是 正 交 完备 的 : 


i= 0,1,2,.…, 


1 
1 
P P = —— ôk. 
f 2141 (2) Pa2k+l(Z) Ara Č 


采用 与 例 7.6 类 似 的 步骤 , 就 能 求 得 


So 4l 4-3 
g(z; £) = 2 v(v 41) — (21 + 1)(21 + 2) Parsa (5) Parsa (z). 


87.4 Green 函数 的 本 征 函 数 展开 
7.4.1 关于 本 征 值 问题 的 约定 


设 有 常 微 分 方程 的 本 征 值 问题 
— (pu) + qu — Apu = 0, a < x < b, (7.44a) 
Bau = By = 0. (7.44b) 


这 里 为 了 书写 的 简便 , 已 经 将 ( 非 混合 型 的 ) 边界 条 件 简 写成 算 符 形式 ， 其 定义 为 
B,u = cosa u(a) — sin a u (a) = 0, (7.45a) 
Bu = cos B u(b) + sin B w (b) = 0, (7.45b) 


其 中 a 和 6 为 给 定 的 实数 , 0 < a < x, 0 < B < z. 通常 假设 本 征 值 问题 (7.44) 中 
的 系数 p,g,p 是 a < z <b 上 的 实 值 函 数 ; ppg p 在 a < z «b REE; p fI p TE 


186 第 七 章 EWT Green 函数 


a«z«b.EXIE. 如 有 果 区 间 是 有 限 的 , 还 要 求 上 述 所 有 假设 均 在 闭 区 间 a < z < b 
上 成 立 . 这 样 的 本 征 值 问题 称 为 正则 的 ; 否则 称 为 奇异 的 . 这 里 只 讨论 正则 的 本 征 
值 问题 . 

把 本 征 值 问 题 (7.44) 写成 


Lu — Xu = 0, (7.46) 


其 中 算 符 工 为 , i 
Lu= FP [—(pu') + qu]. (7.47) 


(7.46) 式 是 标准 的 本 征 值 问题 的 形式 ， 由 于 工 中 因子 1/p 的 存在 ， 故 应 当 定 义 内 
积 为 


b 
(uy, = f v*updz. 
因为 在 a < z < b V p(z) > 0. FrEDSE-T u Z 0, (uu 为 正 ,因而 能 用 于 定义 范 数 


lullo = (1? = ( f lu ol " 


我 们 只 讨论 "n lu? pdr 有 限 的 函数 u, 它们 组 成 Hilbert 空间 Z 其 正 交 性 为 


b 
(up = 0, BH f v'updz = 0. 


4 {en} RS 的 正 交 归 一 基 , 则 对 于 Z 内 的 每 个 f, 有 


b 
f= Yes Does = Y. | f gäier es(2). (7.48) 


n n 


= > (en, dÉ =È len fen = > | n | gaer! el, (7.49) 


n 


容易 证 明 L 及 边界 算 符 Ba, By 的 下 列 性 质 : 2 u A o 是 任意 二 次 可 微 函数 ， 
则 


Lu* = (Lu)y*, Bau* = (Bau), Bu = (B+,u)*, (7.50) 
v Lu — uLv* = ` [p (u(v*)' — u'v*)] = ` [p(z) W [u, v*; x] , (7.51) 


(v, Lu), — (Lv, Wp = p(b) W [u, v*; b] — pla) W[u, v*; a], (7.52) 
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其 中 W(u,v*;z] 2 uv*' — wier 是 w(x) #l v*(z) 的 Wroński 行列 式 . WR u # v 33 
满足 边界 条 件 (7.45), 则 W[u, v*; b] = W[u,u*;a] = 0. 所 以 有 


(v, Lu), = (Lv, u),. (7.53) 


这 样 , 如 果 算 符 工 的 定义 域 Zi 为 具有 连续 二 阶 导数 且 满 足 (7.48) 式 的 函数 ， 则 
LE Hermite 的 ; 而 如 果 通 过 放松 光滑 性 条 件 (包括 进 一 阶 导数 绝对 连续 *“、 一 阶 
导数 属于 77, 的 函数 ) 以 稍稍 扩大 Z. MU L 在 新 定义 域 上 实际 上 是 自 伴 的 . 


7.4.2 Green 函数 与 本 征 函 数 的 关系 
现在 研究 


— (pg) - qg — pg = (z — £), a< z, € < b, (7.54a) 
Bag = Big = 0 (7.54b) 


的 Green 函数 g(x; EJA) 与 本 征 值 问题 (7.44) 的 本 征 函 数 w 之 间 的 关系 . 将 g(z; 6|) 
按 本 征 函 数 u, (z) EER: 


gT EJA) = X gn(€, Nun(z). 
为 了 求 出 gr 用 必 (z) 乘 方程 (7.54a), 由 a 到 5 积分, 并 应 用 (7.53) d, 即 可 得 到 


(un, Lg), 一 Alun, g)p 一 (un, g) p(Àn 一 A) = un (£). 


所 以 . 

[A A) = (un, 9)p = SÉ (7.558) 
从 而 就 能 求 得 . 

g(z;&|A) = Sa (7.55b) 


这 是 9 的 双 线 性 级 数 . SUITE SI. oe 作为 À 的 函数 , 在 x= X, 处 有 奇 点 . 
如 果 {un} 和 {An} 已 知 , 则 可 以 直接 由 (7.55b) 式 构造 出 g. 与 此 同时 , 我 们 还 能 
求 出 非 齐 次 方程 


—(pw') +qw — Apu = f, a < z, € < b, 


(7.56) 
B,w = Byw = 0 


@ 如 果 函 数 v(z) 满足 a 
u(z) = f v(r)dz + u(0), 


则 称 为 绝对 连续 函数 . 车 v(z) 连续 , 则 w(x) 可 微 ; 但 即使 v(z) 可 积 ,此 式 仍 成 立 , 此 时 u'(z) 几乎 处 处 
存在 ， 且 几乎 处 处 w (x) = x(z). 
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的 解 w(x, A). 模仿 (7.55b) 式 的 推导 步骤 , 可 得 


w(z, A) — f g(z; EIN FE dE = XA e e» [st Ye. . (7.57) 


现在 问 一 个 反问 题 ， 根据 g(x;é€| 和 ) 的 已 知 表达 式 ， — 
(7.44) 的 本 征 函 数 {un} 及 本 征 值 Qu)? (755b) 式 表明 ， 作 为 复 参 数 和 的 函 
X g(z;6A) 在 实数 X。 处 有 一 阶 极点 ， 留 数 为 一 w*(€)un(z)， 这 样 我 们 所 要 做 
的 全 部 工作 就 是 要 在 和 的 复 平面 上 考察 g(z; tl) 挑 出 奇 点 (就 是 本 征 值 ) 及 在 这 
些 奇 点 处 的 留 数 (与 本 征 函 数 有 关 ). 在 和 的 复 平面 上 作 无 穷 大 圆 Co 它 就 包含 了 
g El HERRA. 于 是 , H Co QUPD) 计算 围 道 积分 , 就 有 


glz; Ad WEEK vol (7.58) 


Zeg Jc 


此 式 中 的 级 数 公 认 在 通常 意义 下 并 不 收敛 ， 但 在 广义 函数 下 有 意义 . 事实 上 , 在 
(7.49) RPS f = 5(z EI en = un 我 们 有 


9 yu (Ou, (a). (7.59) 


我 们 可 以 用 (7.59) 式 去 导出 本 征 函 数 ， 甚 至 在 连续 谱 的 情形 下 ， 也 可 以 用 (7.59) 
式 ， 只 是 要 用 对 连续 参量 的 积分 代替 求 和 , 而 Green 函数 有 枝 点 而 非 极点 

应 用 (7.59) 式 的 第 一 步 是 构造 g(x;&| 和 )， 从 而 使 得 我 们 能 研究 它 对 于 和 的 依 
FATE. 对 于 正则 问题 (754), 当 z<£ 时 , g 是 齐 次 方程 的 解 , 满足 Bag = 0. 不 妨 
假设 此 解 为 v(z, 入 ), 满足 
dv(z, À) _ 
— a-a = COS Q. 
这 样 做 的 好 处 是 v 在 整个 和 平面 上 解析 (因为 o 所 满足 的 方程 中 和 是 解析 地 出 现 
的 , 而 边界 条 件 与 和 无关). 类 似 地 , 令 wa, 入) 是 满足 齐 次 方程 及 初始 条 件 
xL 


的 解 ， 再 令 z< = min(z£) z>  max(z,£) 我 们 就 有 


v(x, A)| -a = sina, 


w(z, A)| = sin fj, 


x=b 


Av(zx, Ayw(£, A), a < z <, 


g(x; EJA) = Aə(z<,À)u(z>, À) = | 
Av(E, Ajw(z, A), £«z«b. 


dg/dz Æ z = £ 点 不 连续 : 
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即 

A [v(£, Nw (6) — v (€, Matt. AN = -xS 
上 式 方 括号 内 的 表达 式 正好 是 v 和 w 的 Wroński 行列 式 , 它 应 当 等 于 C/p(&), 其 
中 C 是 与 无 关 但 与 有 关 的 常数 . 因此 
= _ (z< Ajw(z>, Al 


g9(z; EJA) CO) (7.60) 


其 中 的 CQ) 由 

Wiv(z, A), w(x, A); z] = vw’ - vw = we (7.61) 
确定 . 因为 ”和 zu 都 是 z 的 整 函数 , Su w 和 W[vw] ZMA. *& X = x JE C 的 
零点 , HI C(u) = 0, 于 是 Wilz, u), w(x, p); z] = 0, Bl v(z, u) 5 w(z,1) 线性 相关 . 
由 于 v(z,u) 或 /和 w(z,u) 不 可 能 恒 等 于 0, 因此 vie ul 只 能 是 wi, ul 的 非 零 常 
数 倍 ( 称 为 倍 乘 解 )， 并 且 都 满足 z = ab 两 端的 齐 次 边界 条 件 . 这 说 明 / 是 本 征 
值 ，( 未 归 一 化 的 ) 本 征 函数 为 v(z,4). RZ, 由 (7.55b) 式 可 见 , 每 个 本 征 值 都 必 
定 是 9 的 奇 点 , 因此 C 必 为 0. 这 样 我 们 就 能 得 出 结论 : C 的 零点 一 定 与 (7.44) 的 
本 征 值 重合 . 将 这 些 零点 (本 征 值 ) 编号 : Ai < Xe < …: < 入 <…, Mn 一 oo, 于 是 


v(z, An) = knw (7, An), (7.62) 


其 中 k, 是 非 零 实 常 数 . 由 (7.55b) 式 我 们 也 看 到 9 只 有 一 阶 极点 , 因此 C 的 零点 
也 同样 只 能 是 一 阶 的 . 为 了 使 符号 简化 , 我 们 令 


vn (z) £ v(z, Àn), Wn (T) 全 w(z, Ae 


这 样 v(x) (或 wn(z)) 就 是 对 应 于 ( 非 简 并 ) AF48 X。 的 实 本 征 函 数 : v(e) = 
kata (2). Gelz) 和 wn(z) 都 不 是 归 一 化 的 . 
g TE À = A, 处 的 留 数 为 


Un(ZC<jun(T>) ` 


C'(A4) ^ 0 Oln) ks C' (A4) 
无 论 z<£ HB z>6€, w.(rzz)wa(z.) 总 等 于 vu Lol, (€) 因此 g 在 和 = 和 的 留 数 为 


wa(z)wa(£) ^ va(x)vs(&) | " 
A OO) = CS) = —us(z)u;(£). 


由 此 我 们 就 能 确认 , 归 一 化 的 实 本 征 函 数 us (z) 由 下 式 给 出 : 


_ Gel?) ` kn w (z 
ua (z) = + ROU N TOn) n(z). (7.63) 


k wn (T<) wn(T>) — Un (x «vs (1. ) 
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fj 7.8 固定 边界 的 环形 薄膜 径 向 振动 固有 模式 u 及 相应 的 固有 频率 和 满足 
— (zu) = Azu, 0ca«cz«b, (7.642) 


u(a) — u(b) — 0, (7.64b) 


其 中 z 是 到 环 心 的 距离 . 
Green 函数 g(x; CIA) 是 
— (zg')' — Axg = 8(z — £), 0 <a < z, € < b, (7.65a) 
Iaza = 9|, ., = 0 (7.65b) 


的 解 . 齐 次 方程 的 独立 解 为 Jo(VXAz), No(VAz). 函数 


v(z, À) = Jo(VAa)No( V Ax) — Jo(VXz)JNo(VXa)， (7.662) 
w(z, A) = Jo(V Ab)No( V Az) — Jo( V Az)No(V/ Ab) (7.66b) 
满足 齐 次 方程 及 各 自 的 初始 条 件 
vo@N)=0, v(a, A) = VAW [Jo, No; ve = Z, 


w(bA)-0, wb,N) = VA W [Jo, No; VAb] = Z, 
其 中 用 到 了 Wroüski 行列 式 
W Jo, No; z] = =. (7.67) 
显然 v(z, A) 和 w(z, A) 都 是 整 函数 , 且 
glo: EA = Av(z<, Nw(z>,N). 
1 


s 的 间断 条 件 是 EN = z 因此 AW v, w; €] = -5 由 (7.66) 和 (7.67) 3X. 有 


W|u,u;z] = E [Jo VAa) No( VAb) — Jo(VAb)No(V/Aa)] ， 
所 以 


T v(z<, Ajw(z>, A) 


2 Jo( V Aa)No( V Ab) — Jo(VAb)No (VAa) 
问题 (7.64) 的 本 征 值 是 (7.68) 式 中 分 母 


j= (7.68) 


D(A) Š Jo(VÀa)No( VAb) — Jo(VAb)No( V Aa) 
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的 零点 . 由 (764) 式 可 以 证 明 它 们 都 是 正 数 . 置 = r2, MAWE An = 72 即 由 超 
越 方程 


D(r2) = Jo(ra)No(rb) — Jo(rb)No(ra) =0 或 JE = ER (7.69) 


确定 . 由 方程 7.69 可 以 求 得 一 系列 正 (一 阶 ) SER mi <r n S 


Jo(raa) ` No(raa) 


Ra = Jo(r,b) ` No(r4b)' (7-70) 
我 们 则 得 到 
Un £ v(z,r2) = Jo(rna)Nolrnz) — Jo(raz)No(raa) 
= R4Jo(r4b)No(raz) — B.,Jo(raz)No(rab) = Raw(z, r2) 
2 Raw). 
g E À = X, = r2 处 的 留 数 为 
Rs (Z<) (zs) _— _ 7T (Z) vs LE äi (€) 
2 D'(X) 2 \ Ra J |dD(r2)/dr|,—,. ' 
H (7.69) 和 (7.70) Ñ, 我 们 得 到 
dD(r2) | a 2 2 2 R? 一 1 
dr 人 一 7m R. rtrna + b "nrab i HS? ( Rn ) l 
因此 归 一 化 的 本 征 函数 就 是 
un (z) = A [Jo(rna)No(raz) — Jo(raz)No(raa)] , (7.71) 


其 中 r 和 Ra 分 别 由 (7.69) 和 (7.70) 二 式 决 定 . 
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88.1 ”稳定 问题 的 Green 函数 
ËJ 8.1 求 半圆 形 区 域 ( 见 图 8.1) 内 Laplace 方程 的 Green 函数 , 设 边 值 为 0. 
SW 变换 到 平面 极 坐标 系 , 这 时 求解 区 域 的 边界 上 需 控 去 圆心 , 如 图 8.2 Hrs. 
相应 地 ， 定 解 问题 为 


V2G(r, ó; r”, d) = -75( — r')8(o 一 内 )， 


(8.1a) 
G(r, é; r”, ó ud (8.1b) 
G(r, dér, d), (8.1c) 
Bäi (8.14) 
neu (81) 

—a o a — 0 Ô a 

图 8.1 半圆 形 区 域 82 挖 去 圆心 的 半圆 形 区 域 

将 G(r, oir ai) 按 相 应 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展开 , 得 
G(r,ó;r',d') = 》 arr, Q') sin në, (8.2) 
KEN 


此 时 G(r, gir’, o) 已 满足 G(r rer, d^), = 0 的 要 求 . 与 此 同时 , 也 将 5(4 — d) 
按 同一 组 本 征 函数 展开 : 


CES D sin md sin néi. 
将 (8.2) 及 (8.3) 式 代 入 方程 (8.1a), 得 


(8.3) 


> [£C 392) - Zen sinng = — 8r — r) Y sinnósinng'. 
n-—i 


n=l 
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比较 系数 ， 即 得 
2 
(r) 一 T = -lr —7)sinng.. (8.4a) 
当头 时 此 方程 为 齐 次 方程 , 考虑 到 边界 条 件 
gn (r; r, GON AF, 9 (r; r, M =0 (8.4b) 
的 要 求 ， 故 可 取 解 为 
Ån r ig r < r, 
ga(rir,d)- | D n GA? 
s|) "IL rn 
再 由 方程 (38.4a) 可 以 导出 grr, éi) dE r = n" 点 的 连接 条 件 
, ri A0 _ 
9x(rir,%) H 
den me) i - -—— sin néi, 
从 而 定 出 
2 [r'r . f 
An = yn (CO - (5) | sinng, 
B, = — (E) inne! 
因此 求 得 Green 函数 
KEEN GI" sin nó sin néi. 7 < r, 
G(néird)-4 , " , , (8.5) 
-2 y` ` (5) — (=) | sin nó sin néi, r > r. 
n=1 
最 后 , 利用 


>` Zei sinnósinnó' = > >` Lg" [cos n(ó — d!) — cosn(ó + $^] 


n=l 
—— 


— In [1 — 2pcos(ó + d^) + p b 
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图 8.3 半圆 形 区 域 : 点 电荷 与 像 电 荷 
可 以 求 得 Gir, oir, ai 的 有 限 形式 : 
a? 2 a? 
G(r,ó;r', d) = E (5) SA neie -aiec?l 


a2 2 a2 n 2 12 7 , 2 
In |[ 77) -27;reos(6--9) El — In [r —2r'rcos($—4)-+r2] 


十 jn [r^ -2r'r coser] (8.62) 


= (min r|? akaf ei el -Inir"-rP), — (&60) 
其 中 
, Ia D , 7 a2 , a2 , 
T = (r, %), r = (r$), T = Ir, Ai ni = (5.4). r= (55-4). 
用 静电 学 的 语言 来 说 , G(r, ó; r”, 9^) FAT r 处 的 点 电荷 (电荷 量 为 +1) r”, mi, ro 
三 处 的 像 电 荷 (电荷 量 分 别 为 -1,+1, 一 1, 见 图 8.3) 所 联合 产生 的 电势 . 


例 8.2 设 将 圆 形 区 域 沿 某 一 半径 割 开 , 从 而 得 到 得 到 瑞 形 区 域 ( 见 图 8.4). YA 
求 此 区 域内 Laplace 方程 的 Green 函数 G(r, ó; r”, o"). 


解 此 定 解 问题 为 
V?G(r ésv' d!) = -E68(r — r)8(@ — d^) (8.7a) 
G(r, pr All _ HR, (8.7b) 
G(r, pir d)... (8.7c) 
G(r, dert, d) s = (8.7d) 
HAN (8.76) 
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图 8.4 瑞 形 区 域内 的 点 源 


其 解 可 根据 例 8.1 经 过 简单 的 变换 而 得 到 . 


采用 复 变 函数 的 记号 . 令 z = z+iy, 作 变换 5= Vz € = £ +in = pe, DI z ^F 
面 上 的 瑞 形 区 域 即 变 为 ¢ 平面 上 类 似 于 图 8.2 的 半圆 形 区 域 , 只 是 半圆 的 半径 变 为 
Va. 在 此 变换 下 Green 函数 G(r, dei, 9) 变 为 Ge, 2v; 02,240) = gle, pp V^). 
点 电荷 所 在 的 位 置 变 为 (po/,V)=(vF, 6/2). 而 总 电荷 量 不 变 . 于 是 , 定 解 问 题 即 为 


1 
V? 9 (0, V p, v) 一 SC p)o(v = Y’), 


gie, dréi, AT ole, V), ch 


glp pp IL ef glpw;p VW) = 0. 


根据 (8.5) 式 , 有 | 
, y | NEEN pcp, 

g(p, v; p v) = mae vl | 

-X (E) -(£) | sin nisin n p'« p« wa. 
n=1 
因此 
G(r, ó; r”, ai Aa) GI sin ^d sin 2. 
7, PT, = 


EC a m 


(8.8a) 


(8.8b) 


(8.8c) 


(8.9) 


r'«r«a. 


(8.10) 
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应 用 例 8.1 中 同样 的 求 和 公式 ， 也 能 求 出 上 面 和 式 的 和 函数 ， 从 而 将 Green 函数 
G(r, dr, éi) 写成 有 限 的 形式 : 


— d 2 / 
G(r,$óir' 9) = 支 | EEN ` cos * ? D In (5 Gel cos EÊ +r) 
‘ r 2 zi Si 2 
- n (v -2v r'r cos Ge? +r) +In (r —2Vrr cos er alt 
(8.11) 


例 8.3 设 有 半 无 界 带 形 区 域 如 图 8.5 所 示 ， 试 求 此 区 域内 Laplace 方程 的 
Green 函数 G(z, y; z', y), 其 定 解 问题 为 


V?G(z, y; y") = —8(z — a')8(y — y^), (8.122) 
Gs, usa, 4, 0, (8.12b) 
G(z, y; a y)... = 0, (8.12c) 
G(z,y; z^ y')|, -0 = 0, (8.12d) 
G(z, y; z^, y)|, ,= 0, (8.120) 


其 中 单位 点 电荷 位 于 (oi, y) 处 . 


85 半 无 界 带 形 区 域 


解 采用 按 相应 齐 次 问题 本 征 函 数 展开 的 方法 解 此 非 齐 次 方程 的 定 解 问题 . W 


oo 
G(z, y; a^ y) = 》 gn (zi x, y) sin Ty, (8.13) 
n=1 
同时 ， 
24 . nm nu 
Sly- y’) = b >` sin KS sin T (8.14) 
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代入 方程 (8.12a) 及 边界 条 件 (8.12b) 和 (8.12c), 从 而 导出 展开 系数 galz; x^, y) 所 
满足 的 常 微分 方程 边 值 问题 


d?g, (25 a^, y' ? 2. 
eM) (T) aer ai = 3 sin äis a, Din 
ga(z;iz' WI — 0, gu (iz | = 0. (8.15b) 
TE 
An e?7(2-9)/* sinh T (2 -a), z < z', 
aler = | b 
An e”™(z'—a)/b sinh z E79 za. 


写 出 此 式 时 已 考虑 到 mn(zi ri, ul 应 当 在 z = z' 点 连续 . 再 由 dgs(z;z',y)/dx 在 
rcc 点 不 连续 : 
dg. (2; z^, y) |” + 2 T, 


ds |, a ^ 
即 可 定 出 系数 An: 
2 mm, 
A, = —— sin —y. 
b 
最 后 就 得 到 Green 函数 
_2 > 1 enm(z—a)/b sinh ma) sin nn sin TRO, rcr 
nén b bor y , 
G(z,y;z^,y) = oo 
2 1 , 
一 元 > = enr(z —a)/b sinh "ee sin TC sin =, z>z'. 
(8.16) 
利用 
cl 1 
A. Be" cosnt = — (1 — 2e Z cost + e "TL, Z>0 
n=1 
还 可 以 将 上 述 级 数 解 求 和 , 当 z < z' 时 ， 
1 < 1 ; ; 
wl An L Z 十 Z —2a)/b ` 一 b 
Gle, yis’, y) = T 1 — gnis y 
E 7 
x E mw y) cos SC? d } 


xl In | 一 2er(z+z —2a)/b cos TY) + Ste 
2n 


/ 
— In i _ 2er(z+z -2a)/b cos mrt ) + ret 
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-]n h _ 9 e(z—z”)/b cos Tav) + ez 


7 
十 ln h _ 2 en(z—2')/b cos muy ) + on ) 


一 sl In pn^ u 9 e (2a—z' t z)/b cos n(y—y') + erosion) 
2n b 


_ d _ A er Qa +=z)/b cos mti) n eren] 
-ìn = — 2 e(e+z')/b cos m) pem i 
+In = — 2 e (e t77/* cos mt) 十 e2rz / d ^ (8.17) 
TUE z > x' 时 也 有 同样 的 表达 式 . 
对 于 本 例题 的 Green 函数 问题 , 还 可 以 采用 电 像 法 求解 . 这 时 有 无 穷 多 个 像 


电荷 ( 见 图 8.6): 在 (',2nb--y) 5 (-a',2nb—-) 点 有 电荷 +1 (用 圆 点 表示 ), 在 
(ei, 2nb--y) 5E (—z',2nb— y) 点 有 电荷 -1 (用 圆圈 表示 ). 因此 Green 函数 为 


(z',2b-y") e 


(zy) e 


(z,—2br-y) e o(-z',-2b-y!) 


8.6 带 形 区 域内 的 Green 函数 : 电 像 法 
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rn l f, Er +luty) o Etr)? + (yy 
G(z,yi2,y) = z ln EE (go P rayo (yr 
4 Vo [in Le rey nb) |. (227? + (yy +2nb)° 
Z| (z-z)-(y-y-2nb)?  (x-=x')? + (y-y'+2nb)? 
q n EZY? + (y-y -2nb |. (z+z) + | } 
(x+)? + (U+ -2nb)? (z+z')2 + (y+y' +2nb)} | J' 


(8.18) 


为 了 简便 起 见 ， 这 里 已 经 取 a = 0. 它 当 然 应 当 与 — 0 时 的 (8.17) 式 完全 一 致 ， 
即 应 有 


G(T, y z”, y) = ES lnn|1-2 ez+z )/b COS n(y—v') + e2z(z+z')/b 
2n b 
— In Ë 一 2err(z+z lb COS mut) + oc 
— In Ë — 9 e (2-2')/b cos "HH + oz 
, 
We Ë — Zeil" "7 Uh cos mut) + oz } (8.17’) 
为 了 证 明 这 一 点 , 需要 用 到 sin z 的 无 穷 乘 积 展开 
sinz T3 z \2 
= 1 — — . . 
z II | x) | (8 19) 


在 此 基础 上 能 够 导出 


1- etia = (z + ia) etia [T Ë + E + ey 
n=i 


2nn 


= —(z + ia) e(2+ie)/2 JI k= = — | (8.20a) 


n=1 
因此 


1 — 2e* cosa + e” = (1 — eztie) (1 — e*tie) 


= (2240?) es II 2? + (a-2nn)? z? + (a—2nn)? 


一 一 一 一 一 一 ， (8.20b) 
EE (2n)? (2n)? 
In (1 — 2e* cosa + e?*) = In(z22+o2) + z 
x z2 + (a+2nr)? z? + (a—-2nn)? 
1 
+ 3 | n nr? +In Onn)? (8.20c) 


n=l 
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于 是 就 能 将 (8.17) 式 改写 为 


(zz) + (9 一 多) (z—x')2 + (yy? 
"es gi" cl n E aalt Lea is] 
(z--z')? + (一 多 十 2n7r)2 (z+x')2 + (y-y 一 Sc 
D (x+)? + (8 十 多 十 2n702 (z+z')2 + (y--y' -2nn)? 
(z— n + (y+y'+2nr)? (x—z')? + (yo-y' -2nr)? 
D» de + (u -y +2mm)2 ess) 


我 们 看 到 , 它 正 是 (8.18) X. 
电 像 法 的 结果 (8.18) 有 助 于 我 们 理解 带 形 区 域内 Laplace 方程 Green 函数 的 
HEAR. ADT THN Green 函数 的 图 像 ， 例 如 像 电 荷 的 分 布 状况 . 


y y 

1 1 

O 1 z O 1 z 
图 8.7 等 腰 直 角 三 角形 区 域 图 8.8 延 拓 后 的 正方 形 区 域 


例 8.4 设 有 等 腰 直 角 三 角形 区 域 ， 如 图 8.7 所 示 . 试 求 该 区 域内 Laplace 方 
程 的 Green 函数 G(z, y; z', y), 其 定 解 问题 为 


V?G(z,y;z',y) = —8(z — 7 )5(y —Y), (8.21a) 
G(x, yiz, y’) az 0, (8.21b) 
G(z, yiz, y’) yo = 9, (8.21c) 
Ga, aal, nt (8.21d) 


BR 这 样 的 等 腰 直 角 三 角形 区 域 无 法 直接 应 用 分 离 变量 法 求解 , 需要 延 拓 为 正 
方形 区 域 , 如 图 8.8 所 示 . 为 保证 G 在 对 角 线 z +u = 1 上 的 数值 为 0, 像 电 荷 ( 电 
荷 量 为 -1) 需 放 置 在 (1 - yY,1 - z!) 处 ， 它 与 原来 的 电荷 对 称 地 处 于 对 角 线 的 两 
W. 因此 ， 定 解 问题 变 为 
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V?G(z,y;z',y) = —8(z — z')86(y — y) + 6(z — 1 + y/)8(y — 1 + x), (8.22a) 

G(zwz,y).-9  G(mwzc.y),,-0. (8.22b) 

G(z, y; SEO = 0, G(z, y; zy), = 0. . (8.22c) 
此 处 Green 函数 , 仍 沿 用 原来 的 记号 G(x,y; z^, y). 显然 只 是 在 原来 的 等 腰 直 角 三 
角形 区 域内 , 它 才 与 原 问题 等 价 . 


为 了 在 正方 形 区 域内 求解 Green 函数 , 又 需要 进一步 作 分 解 G = G, +G2, 其 
中 G, 与 G> 分 别 是 


V2G)(z,u; zy) = —8(z — 72)6(y —Y), (8.23a) 

Gi(z,yiz y’) 0 Ci yiz y), = 0, (8.23b) 

Gi (2, y:2 ^ y')|, 0 = 0, GIE OU = 0 (8.23c) 
5 

V? G»(x, y; z.) = 8(z — 1 + y')8(y — 1 + z), (8.242) 

Gals mz, y), sf, Gale yia y), = 0, (8.24b) 

Go(z,yiz al, o 70, Ga(m yia y), = 0 (8.24c) 
的 解 . 


对 于 Gu. 可 按 本 征 函 数 {sinnnr, n = 1,2,3,---1 展开 , 即 


oo 
Gi(z,y:z', y) = >` gni ly; z, y) sin nz. 


n=l 


代入 方程 (8.23a)， 并 利用 本 征 函 数 的 正 交 性 ， 即 可 导出 展开 系数 ga 所 满足 的 微 
分 方程 


doa 
dy? 


同时 , 它 还 需要 满足 边界 条 件 


— (nn} gni = —2sinnnz'6(y — y), 


gail. = 0, Bail, = 0. 


解 之 即 得 


2 sinnar’ 


£ : "on , 
_ J nn sinhmrr sinh nz(1— y') sinh nry, 0cy«y, 
nl-— š: . ; 

2 sinnar 


inh nry’ sinh 1— / L 
nz sinhnz Ty Sm nn(1-—y), y << 
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因此 
oo . / 
2 > ` Sege sinh nz(1— y) sinh nny sin nz, 0cy«y, 


G3 


其 中 


oo " 
2 1 sin nu 


br n sinh nz 
n-—i 


sinh nry’ sinh nn(1—y) sin n, y«yc«l. 


类 似 地 , 亦 可 求 得 


2 && (—1)" sin nn! 

元 > n  suhnm sinh nry’ sinh nu sin n7ty, 0cz«l-y, 
= 2 oo —1 nal T 7 

元 > ( D MT sinh nz(1—y')sinhnz(1—zr)sinnuy, 1-—y' «z«l. 
请 读者 补足 以 下 两 项 计算 : 


(1) 写 出 所 求 的 (在 等 腰 直 角 三 角形 区 域内 的 ) Green 函数 Gr, a^, y 
(2) 验证 : 在 对 角 线 T+y=1 E, Gi + G> = 0. 


fj 8.5 求 无 穷 长 圆柱 内 Laplace 方程 的 Green 函数 ,其 定 解 问题 为 


V2G(r, p z;r' éi, 2) = Lar r')6(o — @')8(z — Si) (8.252) 

Greg zir' ai, 158. (8.25b) 

G(r, 9,z;7', 8, si, = 0, (8.25c) 

G(r, d zr dz) sm G(nénr d zs (8.25d) 
MEM MEM 

8G(r, par oi, ai a agus d, z) u (8.256) 

G(r.ó ziv, d',z^)|, 一 0. (8.25f) 


解 因为 相应 齐 次 问题 的 本 征 函数 为 


cos mà, m —0,1,2,..., 
sin mó, m —1,2,3,--., 


In [P r), i—1,2,3,.., 
G 


Umi 是 Ja (x) 的 第 i 个 正 零点 , 0 < Umi < Um < Ema € o WPH. Green 
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函数 G(r, EI zr éi, z) 及 6 函数 依 这 些 本 征 函 数 展开 ?: 


G(r, $, zT, di. d z) -5 » mi (2; r, d, 之 Ja (Hr) cos mo 


i=l] m=0 
+ Y Y dmia(zir', d SM a (Fer) sin mé, (8.262) 
i=l m=1 
at )= Sa CR eil tras (ern. (8.26b) 
8(@ — d) = == + 1 Y cos m(o — #'). (8.26c) 
m=1 


注意 Gir, g, zir, di, z) 的 展开 形式 已 经 满足 边界 条 件 (8.25b) 一 (8.25e), 所 以 下 面 
就 要 通过 方程 (8.25a) 及 无 穷 远 条 件 (8.25f) 定 出 展开 系数 (函数 ) gma 与 gmiz. 
将 (8.262) 一 (8.26c) 式 代 入 方程 (8.25a)， 有 


X “e= Usel, (a 


m r) cos mó 
a 
i=1 m=0 


+ » Ké _ (zz ome In (^n r) sin mg 
8 abi J ch AD SW r)5(z 一 2 
- = Mis X Os zech (e ir) cos má cos mg 5(z — zl) 


EE 
比较 系数 , 就 可 以 得 到 gmii 与 Im 满足 的 常 微分 方程 


d2goa Umi V? _ HOi — 

dz2 -( a ) gon = xD [Jo (uoi)] p» gt (8.278) 
d2gmil Imi V? _ 2 1 Hmi 

(gr 一 一 ch DE n 6(z—z), (827b) 


d2gmi2 Lmi\? 2 1 lmi AN — / / 
Tea (==) gmiz = —— mur r ) sinmg’5(z — 2); (8.288) 


D 更 简单 的 办 法 是 取 Green 函数 G(r, o, zir 4 si) 为 
Gi éen, dz) A. > geu(zir' da) (Pr) cosm(é — $^), 


1 一 ] m=0 


这 时 在 形式 上 只 有 一 组 展开 系数 (函数). 
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.同样 ， 由 无 穷 远 条 件 (8.25f) 也 能 导出 


lim Ümii 二 0, (8.27c) 
` lim gmi2 = 0. (8.28b) 


采用 与 例 8.1 中 解 g,(7;7', Ai) 相同 的 办 法 , 由 (8.27a) 与 (8.27c) 可 以 求 得 


I g 1 1 1 Hoi i 一 poilz 一 z|/a 
` = : . .29 
goa(zir ;9 , Z) TA Hoi Xo a re (8 a) 


同样 ,由 (8.27) 与 (8.27c) 式 , 亦 可 得 到 
2 1 1 J (= r 


(vl d yi. 
9mü(z;ir',$ EW TA Hmi LI, (umi)? m 


) cos mdle- des ro, (8.29b) 
H (8.282) 5j (8.28b) 式 ， 也 能 解 得 

gmizlzir', di, 2) = i (er) ime e`#mile=z'|/e.  (8.29c) 
将 这 些 结果 代 回 到 (8.26a) AF, 就 得 到 Or A. z;7', Ai, 27) 的 最 终 表 达 式 : 


G(r, $, Z; r', di. z’) 


De OQ 


-207 1 l 
Xa 1 + mo Umi [JA mi)]? 


i=1 m=0 
x run een) cos mid — dii d (8.302) 


1 
-iy Yu 


i=l m=0 mo Umi J2, +1 (Hmi) 
Hmi y Hmi — die" eco 
x D, z chu, z r) cosm(é — #')e | (8.30b) 


最 后 一 步 用 到 了 Besse 函数 的 递 推 关 系 
Zell = —27 3s) 
及 Jm(Hmi) =0. 
对 于 有 限 高 度 的 圆柱 体 , 假设 Green 函数 满足 


V2G(r, o, z; r”, d, z’) = -b(r r')6(ó — $!)8(z — z’), (8.312) 


G(r,9,z;7 d^ Zil y, (8.31b) 
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G(r,$ zir' dz). = 0, (8.31c) 
G(r.ó.zir'd z), y Gin äer, d z) yan (8.31d) 
"ETE PEE 
QG(r, I di, zl) NE ƏG(r, SC EW as (8.31e) 
G(r, ozir’, d^ zl az, (8.311) 
也 可 仿照 上 述 步骤 求 得 
G(r, ^m déi, ai 
T mà E» DG nm Xo (Er), (Ern) cosm($—%') 

E H a] inh Z7; 0cz«z, 

sinh(u, Z /0) . | Hmi ; (832) 
sinh(p,,b/a) ^^ 20-7) 0c z«z. 


圆柱 面 或 上 、 下 底 上 也 可 加 上 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , 例如 将 (8.31f) RERA 


d 1 1 1 
ger $, eT, bi iE ) z=0,b 一 0, (8.31f') 
Jil] Green 函数 变 为 
G(r, ud dÉ 
1 Hmi — Hmi 
x) ; > J "uc r Am ——T ]Jm 
rm Hmi J (lmi) ( a T ) (= r) cos mid: # ) 
BEE a TT 
sinh(um;b/a) (8.33) 
cosh(usiz /) — fen, _ , | 
Sin hl ten b /a) h a (z— 2), O<z<z. 
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例 8.6 求解 定 解 问题 
Og 10% 1 EG ; ; ; ; 


Z|. Ls bes 0, t, d >0, (8.34b) 
0f 
Z|,_o = 0, P1 — 0, — <T, T < oo. (8.34c) 
t=0 


206 第 八 章 — 偏 微分 方程 的 Green 函数 


解 先 作 变换 
g(x tir, t) = eXt- g(x, t; z',t) 
以 化 去 一 阶 偏 导 数 项 . 因为 
95 
OH 
O^ Aut) aat) I | ue Og 
5 = Ae g + 2Ae Bte cb 


BR 


D , ð 
= AXeX(t-—t )g 十 et E 


代入 方程 (8.34a), RA 
0?g 1 2AV0g 18g A XN , ; 
op (i42) ot Al- EE EEN 
因此 取 入 = -a2/2k， 即 


G(x, t; t) = en UC Mäsotz, t; z' t), 


则 定 解 问题 化 为 


' 2g 1 0?g a? , , , , 
a e + 429 = 6(z—z)8(t—tU), t,t'»0,—oo«z,z'«oo,  (8.35a) 


glao — 0, t,t »0, (8.35b) 


a = 0, Bt i-o = 0, — oo« z, 1! < oo. (8.35c) 


解法 一 ” 作 Laplace 变换 . 设 
g(z,t;z' U) = G(x,p; z", U) = n g(z, tz, die ?tdt, 
0 


则 定 解 问题 化 为 
dG p a? 


Az EE —e Pt Biz — x), (8.362) 
G|. — 0. (8.36b) 
24 z Z z' 时 , 微分 方程 齐 次 ， 故 有 满足 边界 条 件 且 在 z = z' 点 连续 的 解 
2 2 
6 - Amel - Ze ai (8.37) 


其 中 Rep > o2/2k， 并 且 规 定 


2 
1 [JP a lim -= 1. 
a? A37 - asy 2 2 一 oo 4K?p? 
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因为 dG/dz 在 z = z' 点 不 连续 : 


z' 
dG EM 
dz |, _ 
即 可 定 出 ; 
1⁄2 Ny 
A-i(m-aa) > 
因此 
G(z,pi z U) = Š : e Veinen, (8.38) 
2 J/p? — o2 
其 中 
a2 ; 
2,7 * Le lt (8.39a) 
代入 普遍 反 演 公式 , 就 有 
1 2 2 
g(z,t;z', U) = S l e VP'-aft/agpr dp, (8.40) 


21i 2 JE VDp2 一 a2 
其 中 
t-t = r, (8.39b) 
积分 路 径 L 为 平行 于 虚 轴 和 且 Rep > o 的 直线 . 
可 以 用 复 变 函数 的 办 法 计算 上 面 的 积分 . 因为 按照 前 面 的 约定 有 


1 6 1 
VP -oe = ép cl uu 


a 2 aa2 p 


故 根 据 Jordan 引 理 , 可 以 得 到 
g(z,t;z,t) 20, | r—£/a«0. (8.41) 


3$ 7—£/a»0, Bl |z — z'| < a(t — t") 时 ,， 则 可 采用 如 图 8.9 所 示 的 围 道 . 因为 在 
围 道内 无 奇 点 , 又 根据 Jordan 引 理 及 小 圆 弧 引 理 , 可 以 判断 


e-VP cs/eeprdp = 0, 


lim 


1 
Roo L /p2 EN a2 
.lim f — 1 e VE -ce sy/aeprdp = 0, 
E 一 0 Ce A /p? — Q? 


lim 1 e" VP'-a*£/agPr qp = 0, 


8—0 Je, YP — o? 
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图 8.9 r—£/a»0 时 的 积分 围 道 


所 以 , 取 极 限 R 一 œ, £ — 0, 5 一 0, 就 得 到 


g(z,t;z',t) 
LJ MN SAO) 
= 3 Ë — = cos (ve =) dp. (8.422) 
在 得 到 这 个 结果 时 , 用 到 了 相关 的 单 值 分 枝 的 规定 , 即 规定 
E p > o 的 正 实 轴 上 : arg(p— o) —0, arg(p + o) — 0, 
因此 ， 
在 割 线 上 岸 : arg(p— o) — 7, arg(p+o)= 0, 
在 割 线 下 岸 : arg(p— o) —7:, arg(p o) = 2m. 


作 变 换 p = ac. 将 (8.422) 式 改写 为 


a 1 enke" 


tx t= 
g(z, T ) 2n 


os (= vA cl do. (8.42b) 
再 将 被 积 函数 作 Taylor 展开 , 并 逐 项 积分 , 即 得 
a ZZ 1j a£ n pl D 
glz, tiz’, t) -和 dk ) er) f 0- 1/2 do 


m-—0 n=0 


(2m 
a «s (— M (ar)? f! m-1 n 
"x 222. (2m)! (s e” (2n)! In er" Heide 


m=0 n=0 
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-&EEGS CO" ep [oorr 


a de, (-1)* / a£V?" (ar?^ T (m + 1/2) T (n + 1/2) 
2:222. E (2n)! T (m n4 1) ` 


再 利用 工 函数 的 倍 乘 公式 化 简 为 
Um 2m4 2n 1 a 2m 
g(z, t; x^, t") +> c (3 ) Ce E (ar)2n. 
引进 新 的 求 和 指标 k = m +n, M 


g(x, t; x! ,t^) -3XX xU) A (£) er 


0m-0 
Ë 33 ER (5) 3; am m)! [II a n 
Las (CO (1 [fae el 
732. HA (°) B 2 
= 3o (2 € — (ar)?). (8.42c) 
最 后 就 得 到 
G(x, tiz’, t) 


— H 2 LL 277 KC (t-t)/2k. _ Je-zl 
Salz ee a TE ai. Z=). (843) 


解法 二 ”原则 上 也 可 以 采用 Fourier 变换 求解 定 解 问题 (8.35). 为 此 设 


1 99 : 
G(k,t; z',t) = letz, t; z”, OH — g(z,t; x die" bad 
, /om —oo 3 73 H D 


则 定 解 问题 (8.35) 化 为 
1 d?G 2.2 at _ a2 —ikzx' , 
OC 
GL. 0 ES le 0. (8.44b) 
解 之 即 得 
: 242 n2 - 
G(k, t; z, t) ., «^ sin v k*a [o T -iks n(7), (8.45) 


V2n k?a? — o? 
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其 中 的 a 和 r 仍 见 (8.39) 式 , 同时 还 约定 
VERT, o= 
再 将 G(k, t z' t) 求 反 演 , 就 有 
g(z,t;z', t) = Z 1|G(k,t; x,t] 
a? ° sin /k2a2 —o?c . 
= a4 0) m= RECH eikédk, (8.46) 
值得 提醒 , 这 里 的 
€ = z — z”, 
不 同 于 (8.39a) 式 . 为 了 计算 出 (8.46) 式 中 的 积分 , 需要 注意 glz, tix, U) 应 该 满足 
的 边界 条 件 (8.35b), 因此 (8.46) 式 应 理解 为 
Ë ° sin /k2a2 — a?r 


glz, tiz t) = Dm 


2 ”ve / 
NL n(7) es dk|, (8.46’) 


om oo k2g2 — oi 


其 中 当 上 > 0 时 取 + S £ < 0 时 取 - 5. 
下 面 就 分 别 讨论 这 两 种 情形 . 由 于 (8.46) 或 (8.46) 式 已 经 表明 


glz, t; x', t^) = 0, T « Q0. 


故 以 下 只 考虑 7 > 0 的 情形 . 
246 >0 时 , BD EH £ + ar > 0, 采用 图 8.10 中 的 围 道 , 由 留 数 定理 就 可 
以 证 明 
oo vd EISf a?r 


ik€ jk — 
———— edk = 0, 
Los bio — o 
因此 
a2 oo eko: oi cik 
t t) = 3 
g(z,t;z',t') = Im is, | u n) f J dk <《>0. (8.47) 


—a/a a 


图 8.10 £20 H.£ ar 0 时 的 积分 围 道 图 8.11 上 >0 且 上 一 or<0 时 的 积分 围 道 
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现在 又 要 区 分 E-ar > 0 5 £ — ar <0 这 两 种 情形 . 5 £ — ar > 0 时 , 仍然 采用 
图 8.10 中 的 围 道 . 应 用 留 数 定理 也 可 以 证 明 积分 为 0. 4 £ —ar < 0 FF, 则 应 采用 

图 8.11 中 的 围 道 . 因此 , 根据 留 数 定理 , 有 
© g-ivk?a? —o?r 
aja qva? Klar -aja wf Fafe 
-aja iVa a aja iva a 

aja 2 2452 

-2 n 2 TEES emus e" dk. (8.48) 


i 
在 得 到 这 个 结果 时 , 也 需要 用 到 相关 单 值 分 枝 的 规定 ， 即 


eiké dk 


ee dk 


在 ka > a 的 正 实 轴 上 : arg(ka— o) —0,  arg(ka + a) = 0, 
因此 

ERRER: arg(ka — o) —^ t, arg(ka 4- a) — 0, 

EHR TFA: arg(ka — o) — t, arg(ka + o) = 2m. 


进一步 计算 (8.48) 式 右 端 的 积分 . 为 此 , 将 被 积 函数 作 Taylor 展开 , 并 逐 项 积分 ， 
即 可 求 得 


Iñ cosh Va? — k2a2+ 
-aja va? — k2a2 


oo oo m . n afa 
— 5 5 5 (i£) f (a? _ k?92ym-V? gn dk 


eiktqk 


m=0 n=0 2m)! n! 一 aya 
° o 12m (ig)? aja m a 
= 2 2 Gr Cn J (人 
m=0 n=0 -a 
9o ° +2m (i£ 1 
= y` »» à m! n ym rateaoren f (1 _ QQyn-2 2n dc 
m=0 n=0 一 1 
= Y Y 7? "LG ` eine 2m+2n a - (2n41) r (m T 1/2) T (n t 1/2) 
m-oaco (2m)! (2n)! T (m n4 1) 
oo oo qn 2m-r2n 
eEZAS e) reme 
m=0n=0 ` ` ` ` 
7 
= Je (ive Zar). (8.49) 
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最 后 的 求 和 步骤 与 解法 一 中 相同 . 将 这 个 结果 代入 (847) R 就 得 到 
glata’, t) = 2Jo (S VE - d^?) n) n(ar — 9. (8.50) 


当 上 < 0 时 , 一定 也 有 上 — ar <0, 所 以 , 采用 图 812 中 的 围 道 ,应 用 留 数 定 


理 就 可 以 证 明 
oo e iVk?a?—a?r 


x VEI cO 
这 样 就 得 到 

a2 oo elV/k2a2—a2+ 

sz) fe, La a 

为 了 计算 上 式 中 的 积分 ， 又 需要 区 别 上 + ar < 0 与 《+ ar > 0 的 两 种 情形 . 当 
E+ar < 0 时 , 仍然 可 以 采用 图 8.12 中 的 围 道 ， 从 而 求 得 

oo EST ar 

-o V k2a2 — oi 

Tü £ + ar > 0 时 , 则 应 当 改 用 图 8.13 中 的 围 道 , 应 用 留 数 定理 ,也 能 导出 

oo ei Vratar 


— 6 
-œ V k2a2 — a? 
r eVo? Kei 


=/ ——= | —— 
-a/a 一 iVa2 — k?a?r aja iva? — k?a?r 
__2 IW cosh Va? 一 k2a2+ ei 
i J-aja | vo? — k?a? 


此 积分 已 在 (8.49) 式 中 算出 , 因此 
g(z,t;z^ t) = 3 (ive 二 atr?) n(—£)n(ar + £). (8.52) 
综合 (8.50) 与 (8.52) 式 ， 并 代入 (8.34) 式 , 同样 也 得 出 (8.43) XX. 


k 
ZU I 
NT 
| ~ P A | 


图 8.12 上 <0 且 e+ar <0 时 的 积分 围 道 图 8.13 sc<0 且 上 +ar >0 时 的 积分 围 道 


ea, £«0. (8.51) 


eikŠ qk = 0; 


iks dk 
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ES We 

1. 就 本 题 而 言 ， 采 用 Laplace 变换 法 求解 比较 直接 . 采用 Fourier 变换 法 ， 关 
键 在 于 边界 条 件 (体现 在 求 反 演 时 ) 的 使 用 ， 亦 即 反 演 时 积分 路 径 的 正确 认定 . 此 
后 计算 中 遇 到 的 数学 演算 ， 与 Laplace 变换 时 相同 ,但 因为 要 区 分 上 >0 5 £ < 0, 
每 一 种 情形 下 还 要 作 进 一 步 的 划分 ， 所 以 计算 过 程 也 要 略 长 一 些 . 

2. AJARit 3b A 218 h 3k tyi L, 需要 正确 地 规定 单 值 分 枝 . 无 论 是 Laplace 
变换 或 Fourier 变换 ， 反 演 时 单 值 分 枝 规定 的 原则 是 : 正 实 轴 上 足够 远 处 相关 宗 量 
(例如 上 面 的 p 土 a X ka a) 的 辐 角 均 为 0. 


88.3 用 Fourier 变换 方法 计算 Green 函数 


8.3.1 | Helmholtz 方程 
首先 考虑 Helmholtz 方程 的 Green 函数 . 对 于 全 空间 ( 即 在 有 限 区 域内 没有 边 
界 条 件 ) 的 情形 ，Green 函数 G(r; oi 是 相对 坐标 7 — 7 的 函数 , 满足 


V?G(r; r^) + MG(r; r’) = 6(r r’). (8.53) 

JE Fourier 变换 : 
G(r; r’) = Gm J f G(k)e f Cr nas, (8.54) 
G(k) = Gym f II G(r; r'e" C7 r) gig, (8.55) 


并 且 应 用 5 函数 的 Fourier 积分 表示 


6(r — r") = Gus nii ei (r- r ak, (8.56) 


(3 — k?) G(k) = 


我 们 求 得 i 
GS (8.57) 
这 个 方程 的 通 解 是 

1 


ON = ien = = «C502 — e (8.58) 


正如 我 们 从 zs(z) = 0 的 普遍 结果 看 到 的 那样 ,其 中 的 C(k) 任意 . 在 60? — k?) 
前 的 系数 待定 等 价 于 没有 指定 如 何 围绕 极点 上 = + DUR. 事实 上 , 将 (8.58) XX 
代入 (8.54) 式 ， 并 令 7 = 0, 我 们 得 


G(r) = Guy f f f = +C8(X2 — ej ei E r a3k. (8.59) 
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下 面 的 计算 表明 ，C 值 的 不 同 选取 就 体现 在 积分 


1 l ikr ; 
中 国 绕 极点 的 不 同 围 道 . 
在 决定 围 道 之 前 , 可 先 算出 (8.59) 式 中 积分 的 角度 部 分 . 选取 空间 中 的 z 
RE r 方向 , 我 们 得 


92 f° kdk P, 
G(r) = = Í Geschl eik” cos 8 d(cos 0 
Gel el, (e050) 
1 " k ikr —ikr 
- us Í xg e edy 


1 ° k ikr 
Onir J. ype d^ 

1 10 (* od 
(270)? r Or Jæ k?—A2 


现在 选取 围 道 以 计算 (8.60) 式 中 最 后 的 对 k 的 积分 , 记 住 n» 0, 所 以 我 们 应 
当 取 上 半 平 面 的 围 道 C, (WE 8.14)， 这 样 就 求 得 出 射 波 的 Green 函数 


1 198 1 : 
Gout (r) = f y e dk 


eikr dk. (8.60) 


(21)? r Or Jo, k? A8 
_ 1 18 [(TüuY O ll p 
STE )- Z° : (8.61) 


作为 上 面 选 取 围 道 Ci 的 等 价 办 法 , 我 们 可 让 围 道 仍 沿 着 实 & 轴 而 让 极点 稍 
作 移 动 : 
A> Atie, 
-A> -A- ie, (8.62) 
A? — (A + ie)? = A? + ie, 


—A-ie 


图 8.14 积分 围 道 Ci: 出 射 波 的 Green 函数 图 8.15 积分 围 道 Ci 的 等 价 路 径 
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其 中 e 与 e 均 为 正 的 无 穷 小 量 ( 见 图 8.15). 这 样 出 射 波 的 Green 函数 的 Fourier 
变换 就 是 

~ f 1 1 

Gout(k) = Im, (21)3/2 X? + ie' — k? 


1 1 ; 2 Lu 
= (Gen VP-X3 R2 in$(A* —k*)|. (8.63) 


这 相当 于 (8.58) AP C = —in. 在 得 到 得 到 这 个 结果 时 用 到 了 (6.37) 3X 
1 — 
z+i0 ` 


也 可 以 有 另外 一 种 选择 . 取 围 道 Cs ( 见 图 8.16), 我 们 得 到 的 是 入 射 波 的 Green 
函数 


BE iné(x). 


— 1 12 1 ikr — 11 —iàr 
Gin(r) = Qn)? 7 Or " poy? dk = amr. . (8.64) 


入 射 波 Green 函数 的 Fourier 变换 是 


~ . 1 1 
Gin(k) = im, (21)3/2 A? — ie — k? 


1 1 : 2 2 


图 8.16 积分 围 道 Cz: 入 射 波 的 Green 函数 


8.3.2 波动 方程 
能 够 用 同样 的 方法 得 到 波动 方程 的 四 维 Green 函数 . 全 空间 的 Green 函数 是 
r—r,t—ti 的 函数 ， 且 满足 


2 
(v ` 35) G(r — rit — t) äis — r)8(t — t). (8.66) 
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f£ Fourier 变换 : 
G(r — r^;t — t) Gu 5 [f ox C He (r-r) iwl- gu, (8.67) 
&(r — r8(t — /) = f d3k p asada wt- dw, (8.68) 
我 们 得 到 ; 
(-e " >) d EE (8.69) 
所 以 
G(k;w) = CoL | Co TEE. z+ ml _ e). (8.70) 


&((w/c)? — k?) 前 "STT Fourier ud 
G(r;t) ei J II fa EN IS m D =° ed kT -ivtqw (8.71) 
中 围绕 极点 的 不 同 走 法 . 所 谓 的 推迟 Green 函数 Gia (7; t) 满足 条 件 
Gu(rii)-0,  t«0. (8.72) 
为 了 得 到 这 个 结果 , 应 当 在 w 平面 上 取 从 上 方 绕 过 极点 的 路 径 ( 见 图 8.17). 


平面 w X BT 
—kc kc 
8.17 ”导出 推迟 Green 函数 图 8.18 ”导出 超前 Green 函数 


Gret (r; t) 的 积分 路 径 Gaav(r; t) 的 积分 路 径 


对 于 上 < 0, 必须 在 上 半 平 面 构成 闭合 围 道 . 因为 围 道 内 无 奇 点 , 就 得 到 (8.72) 
A. 对 于 t > 0, 在 下 半 平 面 完成 闭合 围 道 , 由 两 个 极点 o = +kc 的 贡献 得 到 


un 270 ik.r ( € -ikct _ C Aketh 43 
Gra(rit) = "Gig HE E SE 


= BECHER SOEN (8.73) 
类 似 地 , 在 w 平面 上 选取 积分 路 径 在 极点 之 下 (LE 8.18)， 则 得 到 超前 的 Green 


Së 1 T 
Ga (rit) = Kas Wel (8.74) 
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上 述 求 解 过 程 也 可 以 简化 为 只 对 t 作 Fourier 变换 , 而 后 直接 引用 上 一 节 关 于 
Helmholtz 方程 Green 函数 的 结果 . 这 时 , 首先 令 


g(r —7’;w) = 1 G(r- r';t — tert- qr, (8.75) 
TU J —oo 


则 方程 (8.66) 化 为 


[v + (5) lte = 7 = r-r. (8.76) 
因此 , 如 果 采 用 (8.61) 式 给 出 的 出 射 波 Green 函数 , 则 可 得 到 
der cra) ou Ë = r'| Z° "TTT K 


再 求 反 演 , 有 


1 1 1 
' WE E ei(w/c) |r- T' | —iw(t-t' )d , 
Gri ur um]. ° " 


就 可 以 得 到 (8.73) 式 的 结果 ， | 
而 如 果 将 方程 (8.76) 的 解 取 为 入 射 波 的 Green 函数 ( 见 (8.64) 式 )， 则 得 到 超 
前 Green 函数 Gaav(r — r^; t — t^). 


8.3.3 Klein-Gordon 方程 
可 以 把 量子 场 论 中 的 Klein-Gordon 方程 


(v LE. ll v(r,t) -0 (8.78) 


看 成 波动 方程 的 推广 . 用 Fourier 变换 也 能 够 求 得 它 的 Green 函数 , 就 像 波动 方程 
那样 . 为 简单 起 见 , Hh — 1, 则 Green 函数 的 微分 方程 就 是 
(v S m d G(r — r'5t — à) = 8(r — r')8(t — t). (8.79) 


为 书写 方便 ， 以 下 令 p=r-r,r=t-t. 和 波动 方程 类 似 ， 但 是 只 对 变量 t 作 
Fourier 变换 ， 即 令 
g(p;w) 1. G(p; r)e^" dr, (8.80) 


则 o(p;w) 满足 方程 


(V? +w? — m2)g(p; ul = 0 (8.81) 
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图 8.19 ”导出 Klein-Gordon 方程 推迟 Green 函数 的 积分 路 径 


这 是 三 维 无 界 空间 中 Helmholtz 方程 的 Green 函数 问题 ?9, 其 解 为 


LI ol amao. (8.82) 


因此 


11[?, 
G(p;T) = EP J ell -m*eg-ier dw, (8.83) 
一 Do 


这 里 需要 对 出 现 的 多 值 函 数 做 出 明确 的 规定 . 考虑 到 当 m 0 时 Klein-Gordon 77 
程 应 当 过 渡 为 平常 的 波动 方程 , 因此 , 应 当 直 接连 接 枝 点 Vw —m? MERR, 同 
时 规定 在 割 线 上 岸 ， 
Vw? 一 m? | ao =w. 
如 果 在 v 平面 上 选择 类 似 于 图 8.17 的 积分 路 径 , 从 枝 点 上 方 绕 过 ( 见 图 8.19)， 
就 得 到 推迟 的 Green 函数 , 它 满足 条 件 


G.(p;t) -0, — t«Q. (8.84) 


为 了 计算 (8.83) 式 中 的 积分 , 最 简便 的 办 法 是 将 它 改写 成 
1 1 8 oo gi V4? —m2p—ior 
Gret(P;7) = 53; _ Jot mi 
积分 路 径 仍 如 图 8.19 所 示 . 我 们 注意 ，(8.47) 一 (8.49) 式 正好 计算 过 上 面 的 积分 ， 
因此 , 直接 引用 那里 的 结果 , 就 能 写 出 


oo gi Vw? — m? p—iwr 
Ny up dw = —2ni Jo(m4/ 7? — p?) n(7 — p). (8.86) 


du, (8.85) 


代入 (8.85) 式 , 就 求 得 


o 例如 , SA: 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 二 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 820.3. 
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Cret(pi7) = 5 FP 二 [Jo mw 7? — p?)n(r — p)] 
lr- p) m 一 
inp + I Jimy T? — p?)n(r — p). (887) 
这 里 用 到 了 , 
apC p) = —ô(T — p) (8.88) 
及 
Jo(0) = 1, Jo(z) = —Ji(2). (8.89) 
模仿 上 面 的 求解 过 程 , 也 能 求 得 Ga, (p, 7). 
Wr ”讨论 下 面 介 绍 有 关 (8.85) 式 的 另 一 种 计算 方法 : 令 
1 oo gi Vu? —m? p—iwr 


对 于 了 < p， 此 积分 可 以 通过 在 上 半 平 面 加 上 半径 为 无 穷 大 的 半圆 而 完成 . 因为 积 


分 路 径 从 割 线 的 上 方 通过 ， 而 被 积 函 数 在 上 半 平 面 无 奇 点 ,我们 就 得 到 
F(pT)—0, T< o. 


(8.91) 


对 于 了 > p, 可 应 用 Cauchy 定理 而 将 积分 路 径 变 形 为 如 图 8.20 所 示 ; 再 通过 变换 


w = mcosh z, 


t w 3E TRT 


图 8.20 图 8.18 中 的 积分 路 径 的 变形 
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从 w 平面 变换 到 z 平面 . 如 果 进 一 步 令 


T = pcoth 0, 
则 
w? — m2p — wr = —m 7? — p? cosh(z — 0), 
于 是 (8.90) 式 就 化 为 
1 co-7i/2 > h(z—0) 
Fio. - zi ， e imvT —p? cosh(z— dz, (8.92) 
27 Joo+3ni/2 


积分 路 径 见 图 8.21. 再 作 变 换 2—0 = iÇ, 相应 地 ,cosh(z 一 0) = cosç, (8.92) 式 变 为 


F(p T) = xf. e im T2 一 p2 coscdC 
' 27 J ioc. c3n/2 l 


图 8.21 z 平面 上 的 积分 路 径 


考虑 到 被 积 函 数 的 周期 性 ， 上 述 积分 中 党 半 无 穷 直 线 的 两 部 分 互相 抵消 , 于 是 可 以 
将 (8.92) 式 进 一 步 化 为 


1 T72 —im4/ 7? — p? cos Ç 1 7 —im4/ T2—p2 cos Ç 
F(p, 7) = 2n Í, ° d = E: J ° ae (599) 


这 正 是 Bessel 函数 Jo(r) 的 积分 表示 式 ， 所 以 
F(p,r)— —Jo(my7T?-5p2) "zë (8.94) 
综合 (8.91) 5 (8.04) 两 式 ， 就 得 到 与 (8.86) 式 一 致 的 结果 . 


第 九 章 k ë AX 
89.1 Legendre 函数 的 Wroński 行列 式 


9.1.1 预备 性 结果 : P, (0) 5 P^ (0) 值 

已 知 P, (z) = F(u, 1 +v;1;(1— z)/2), 下 面 根据 超 几 何 函 数 的 变换 性 质 来 计 
Sp (0) = F(—u,1 + u;1;1/2). 

F( 一 v,1 + u; 1;z) 满足 微分 方程 


d?w dw 
z(1 -2)g tC — 27) t" + 1)w = 0. (9.1a) 
作 变 换 上 = Az(1— z), HHJ 
dw | dtdw dw dw 2d2w ,dtw 
所 以 方程 化 为 
dw dw du 
— — 27 一 — X— — 2: 2 一 一 一 
z(1 — z) hisa 2x) dg vi + 4(1 — 2x) dt Tv(v + 1)w = 0, 
即 


d?w 3t dar: ` v(v + 1) 
t(1 
Duer Slei a 


考虑 到 方程 (9.1a) 与 (9.1b) 的 第 二 解 均 含有 对 数 项 , 故 它们 的 第 一 解 一 定 满足 


DEI (9.1b) 


F(—v, 1 + u;1;z) = CF(—v/2, (1 + u)/2;1;4z(1 — >)). 
两 端 代入 zx = 0, 即 可 定 出 常数 C = 1. 再 令 z = 1/2, 即 得 


F(-—u,1+u;1;1/2) = F(—v/2, (1+v)/2;1;1). 


根据 超 几何 函数 的 特殊 值 
F(e,8;y;1) = aa a Re(y-a—f) > 0, 
最 后 就 能 求 出 
P, (0) VR 2d Po: Un (9.2) 


"Irü-cw2r(ü-v)2) REECH 2 
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至 于 P, (0) Ë, 则 可 通过 递 推 关系 


WER E = (v - 1) [Pius (z) — zP, (2)] 


求 出 . 在 上 式 中 代入 z = 0, 即 得 


, _ u+1 vn 
P, (0) = +P (0) = "rt3173 T (—v/2) 


 F(ü25)/2)T(—/2)  VmT ((1-v)/2) sin. (9.3) 
9.1.2 Wroński 行列 式 W |P, (z), P, (-z)) 及 WIP, (z), Q, (z)] 
Wroński 行列 式 的 定义 为 
P,(z) P,(—z) 
dP, (£) dP,(-z)| 
dr dz 


W|P,, (z), P, (—z)] = 


直接 由 Legendre 方程 可 以 导出 
$ fa -a |P, e) PAD p, ca P) -0 


T dr 
i dP dP 
a-a) [Pra SER - p, ca El e 
为 了 求 出 常数 C, 可 令 r=0: 
C = lim(1 — 2?) Ë (a) du — P, (—z) ul = —2P, (z) P. Œ) B 

_ 3. 1 T((1+v)/2) 2 TPT(ü-v/2 .vn 2. n 

= Ro T (I+u/2) cos £ JA T ((11+u)/2) Sin = ag nv . 
因此 2 in 

WIP, (z), P, (—z)] = Se T. (9.4) 


这 个 结果 表明 ， 当 > 不 为 整数 时 ，P, (—z) 与 P, (z) 线性 无 关 ,， 它们 都 是 同一 个 
Legendre 方程 的 解 ; 但 当 v 等 于 整数 n F, P, (—z) 5 Pn (z) 线性 相关 . 事实 上 ， 
我 们 知道 

P, (-z) = (-1)"P, (z). 


因此 , 为 了 构造 与 P, (z) 线性 无 关 的 第 二 解 , 不妨 定义 
Q,(z)= AP, (7)+ BP, (—z). 
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因为 
W|P, (z), Qu(z)] = B-W[P, (z), P, (—z)] = 


因此 , RER B=- 


, Wi 


2 sin ut ` 


_ n AP, (z) — P, (—z) 

Q, (z) = AP, (z)+ BP, (—z) = 2 — — sanvm 

就 一 定 与 Py (z) 线性 无 关 . 但 为 了 保证 此 式 有 意义 (34 v 为 整数 n 时 , 分 母 中 的 
sin vzt = 0), 不妨 取 A' = vos tr (使 ”为 整数 n 时 , 分 子 也 为 0), 这 样 就 定义 了 第 
二 类 Legendre 函数 


7t cos vr: P, (z) — P, (—z) 


Qv(z) = 2 sin vn (9.5) 
显然， i 
WIP, (z), Q, (z)] = Izr? (9.6) 
9.1.3 Wroński 行列 式 W[P^ (z) , Q^(z)] 
3j —1<z<1 Bf, PE (z) 5 Qi) 的 定义 分 别 为 
PE (z) = ; [n (z+i0) + e dt (z — io) |, (9.7) 
QE) = Se" Wer QE (a-10) + e" Qr (x — i0)], (9.8) 


它们 都 满足 连带 Legendre 方程 


将 此 二 方程 分 别 乘 以 QE) PE (z), 相 减 即 得 


SE dt vi P! (z) Zu NEE 
亦 妈 
Zln 725 [ar pee) O] -0 
因此 


pt rat $84) op 


dP (x) | C 
dr ` 
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为 了 求 出 常数 C, 不 妨 在 上 式 中 代入 x = 0, 于 是 即 得 


dEle) _ qur) nt e) ` 


将 连带 Legendre 方程 作 变 换 €= z2， 从 而 可 以 建立 起 连带 Legendre 函数 与 超 几 
何 函 数 之 间 的 联系 : 


EE 
Hor A3 U = 1 一 7 一 m ? ' oni 
2" r v—u r 1+ H 2 2 2 
2 2 
2 1—r— 一 
zF( u D Gel 
lc-v—gu Lu 2 2 2 
r| —— Jl | —— 
2 2 
(9.9a) 
v+u 
(1727) quz) = ct t sin SEN 
ef C") — Ter, vc 2 793 5g? 
r 工 ( 一 
2 
v+u 
t 
an 2 mt 


vn v-purl, T) 


1 D 
"r (= DU) 2 2 2 
2 2 


(9.9b) 
进而 就 能 求 得 
r (81 
2^ 2 
DÉI (0) = — cos ZE (9.10a) 
Vn (= 2 
工 | 一 一 七 1 
2 
r (E=) . 
Q^(0) = —2^-1 VA sin m, (9.10b) 
v—u 2 
r (+a) 
2 
Lu 
dP' (z) 2U+1 d 2 +1) . Ku 
= sin T, (9.10c) 
dr lz=0 yn r & 一 /十 1 2 
2 
vau 
r +1 
dät (z) _ on ( 2 ) tu 
"x 2 MET cos — t, (9.10d) 
2 
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mem = _ ed 
T (一 4 +1 ge 


最 后 就 得 到 Pu (z) 与 Q&(z) 之 间 的 Wroński 行列 式 
< Hi ) 


因而 定 出 


W[P^ (x) , Q#(z)] = P^ (z) E Pro w 
rutu 1 


= IG (9.11) 


请 读者 注意 Pu (z), Q^(z) 与 P^ (z), Q^(z) 定义 上 的 差异 ， 切 不 可 误 以 为 将 
(9.17) 式 中 的 z 改写 成 z 即 可 得 到 WIPE (2), Q^(z)]. 对 于 后 者 , 正确 的 结果 是 


- Qv(z) 


WIPE (2), gëtt = Pt (a) EO _ gu SE) 
i Trl) 1 
= eium T(v-p41)1-2t (9.12) 
9.1.4 S 的 计算 
根据 定义 
S. 1 D(u+k+1) rz 一 1NK 
P, ni mro Den Cr): (9.13) 
所 以 


"ls var Co KL [p(v+k+1) - Ņ(v—-k+1)] (5:5). 


e: 1 (ok) — pr- (zy. 
2 


= =k! T (v—-k-1) 
下 面 就 来 计算 reen 的 值 . 注意 db 在 v —0 处 解析 ， 
u=0 


LTE BAA —1 与 M 


k=1 


v=0 


p(v+k+1) = p(k+1) fb ST (k+1)v" 
besi 


W(v-kH1) = -+ 一 Y n1, Em exa (2nj^71, 


n-l 
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L1yk-1 2 — Win 
T (v-k+1) = rm ua, ID Bloe) 


(以 上 结果 均 可 见 笔者 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 
京 大 学 出 版 社 ) 一 书 的 第 十 章 ), 所 以 


(V+k+1) — vktlD)| ` _ 
T'(u—k+1) n (CT 1 (-0t 
由 此 即 得 
OP, (z) NS _ i (k-1l)!/z-—1Nk «XA (-1)*7! /z—15* 
Ov | = k! Cz) -之 k ks 
=In (1+ - nf (9.14a) 
或 8P,, (cos 0) 0 
v (COS 
ER s = 21n cos z (9.14b) 
类 似 地 还 能 得 到 
OP, u k 1 一 
AG " ga [t PEED EE (==) 
SIN (u+k+1)-— w(v—k-1) z—1lw* 
2x I (u—k+1) Cx) 
23. v3) v0) z-1 
r (1) 2 
c k+1p(u+k+1) — w(v—k-1) EK 
"Är FU 一 AT Cz) i 
在 此 级 数 中 , v = 1 仍然 是 系数 分 子 和 分 母 的 一 阶 极点 , 于 是 
V(vrkrl)-w(v-k-1) _ - 
— T@ ED — La (—1)*-2(k—2)!, 
所 以 
OP, (z) _ 3(z—1) 之 k+l /z—l\* 
ar |a 2 "Han ks 
3(z—1) 2 z—1xË 
Ug; M (zs - x) Cz) 
3(z—1) (-1)-!,xz—1y Ec QN (—1)571 /zl1\k 
UON Ur) +> db 
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| S(z- 1) z+1 r-l  r-1 
=> te-a (n^ Uu) 
一 也 一 Luch. (9.15a) 
或 者 写成 2 ) g , 
2P. (cos) a = 2 cos 0 ln cos 5- 2sin? " (9.15b) 
事实 上 , 此 结果 还 可 以 直接 由 递 推 关系 
a -aO — w4 py, (2) = P+, (2)] 
对 v 求 导 而 得 到 : 
2 
CE = Pa |+ D D - 20 3 
RA v =0 就 有 
8?P, (z) |... OP, (z) OP, (z) 
tg rr |, Ov |, | 0v v-0 
因此 
OP, (z) _ OP,+1 (z) _ OP, (z) 1 22 OP. (x) 
Ov |a Dr Lu ðv |o G=) Dror | o 
_ P, (z) 8 ƏP, (z) 
i Ov |,_o ( SES Qv |j 


再 将 (9.142) 式 的 结果 代入 即 可 . 


89.2 H Wroński 行列 式 导 出 的 恒等式 


上 面 给 出 了 两 类 Legendre 函数 或 连带 Legendre 函数 之 间 的 Wroñski 行列 式 . 
由 此 出 发 ,结合 Legendre 函数 或 连带 Legendre 函数 的 递 推 关系 , 可 以 进一步 导出 
许多 恒等式 . 例如 , 在 (9.6) 式 中 代入 递 推 关系 


(u+1)P,(z) = P41 (£) —zP/(z), ` (9.16a) 
(+1)Q, (z) = Q, (z) - zQ; (z), (9.16b) 


就 能 得 到 
rae) -PLE - Eist ail -2Q,0)]) = 1 
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亦 即 
PL a (2)Q,() Field (e) = 1: (9.17) 
如 果 在 (9.6) 式 中 代入 
(1 — z°)P (x) = v[zP,(z) 一 Pi(z)]， (9.18a) 
(1 — 2°)Q, (z) = v [zQ, (z) — Q.-1(2)], (9.18b) 
则 又 能 得 到 
leist -Qi ~ [zP,(z) E visllgudell = 7 
所 以 , 
Prsa (2)Qu(2) = P,()Q, (0) = (9.19) 
再 进一步 ,利用 递 推 关系 
(2v + 1)zP,,(z) = (v + UP Tel -vP, a (z), (9.202) 
(2v + 1)2Q, (z) = (v UO (z) in, ie), (9.20b) 
消去 (9.19) 式 中 的 Pu(z) 及 Q, (z), 则 能 导出 
Pall) - Prale) le) = Lt (9.21) 
又 , 将 (9.19) 式 与 (9.5) 式 联 立 , 消去 第 二 类 Legendre 函数 ， 则 可 得 到 
P,(z)P i (-z)+P, (ZP, (z) = —2 ET, (9.22) 
再 利用 P,,(z) 与 Pi) 之 间 的 递 推 关系 ,又 可 进一步 化 为 
Plet dal Fotell D Esine (933) 
反 过 来 , 如 果 将 (9.19) 式 与 
-7 sinvn P, (z) = cosvn Q, (z)+Q,(—z) (9.24) 
联 立 , 消去 第 一 类 Legendre 函数 , 则 可 得 到 
Gelli (Q, 2) = 5 5T. (9.25) 


再 利用 Q, (z) 与 Q,+i (z) 之 间 的 递 推 关 系 ， 又 可 进一步 化 为 
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ng 27 十 1 


Qi(zZ)JQ 1( 一 Z) 一 Q,ai(72)Q,.1(x) = 3 Desen sin Lat. (9.26) 
同样 ， 从 连带 Legendre 函数 的 Wroński 行列 式 (9.11) 出 发 ， 再 利用 递 推 关系 
a-z) PEW = —vzP^ (z)d-(v4- p)P^ 4 (z) (9.272) 
= —V1-a2P^*1 (z) — uxPP (x), (9.27b) 
(1-259996) — or) + (vt Y (z) (9.282) 
= - /1—z2QET1(z) — uz QE (x), (9.28b) 
还 可 以 得 到 另外 两 个 恒等式 
H H H H — r (v+u) 
PY Lal (2) - P, (z) Q1) = Fee (9.29) 
PE (z) Qr? (s) — PEH! (x) QE (r) = -LUCHD 1 (9.30) 


T (v—-u+1) @/1—z2 
从 (9.29) 或 (9.30) 式 出 发 , 代入 关于 Pt (z) 与 Qu(z) 的 各 个 递 推 关 系 式 ， 可 
以 进一步 推出 下 列 恒等式 : 


pu+1 (z) Ou lte) 一 P) (z) Q&+1(z) = Noesen e (9.31) 
pl D _ pl lP(v-p) c 
PU (2) Qril) - Pp (2027 bloed eech (9.32) 
Pha 6) QE.) -PE G) QA) = SECOLO (9.33) 
SNE "EN T (9.34) 
PEt (z) SICH A El (z) Oil 

_ pom y Seef vul 

^ T(v-u42) [e mice GES (9.35) 

P7. 1 (2) Qa (2) — PET: (z) OC (2) 
_ T (u+u) y —3 EH 
"VG ain É +1)V1-z2 SH (9.36) 
P (vaa) 


PE cya) - rtt a) Qata) = oC oue], (an 


T (v+u) 
l(v—-pu4-2) 


如 果 利 用 QL(z) 与 P^ (+z) 之 间 的 关系 式 


P# (x) QËti (z) - PU (x) QU! (z) = 一 


一 人 2 


= 2n | (9.38) 
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2 sin(v4-u)n - QE (z) = cos(v-- uyn PY (z) — PY (—z) 


化 去 (9.29) 与 (9.30) 式 中 的 第 二 类 连带 Legendre 函数 , 我 们 又 能 得 到 
2 (2v--1)T (v+p) 
a L(rv-u-l) 
_ 2 T (u+u+1) sin(v- u)r 
nT(v-u+1) Vi-z? ` 
从 此 二 式 出 发 , 代入 关于 Pt (z) 的 各 个 递 推 关系 式 ， 可 以 推出 下 列 等 式 : 
2z (2v--1)T (u+ n) 
"n  l(v-u42) 
4u Tetu) 
n l(v-u42) 1—z2 


Pj (z) P1 (72) + PY (72) Py (z) = sin(v t u), 


Pi (z) PEH? (72) + PP (-z) PH+ (z) = 


P (z)P#_,(—z) 一 P7 (z) Pa (—z) = 


PT (z) PEH (72) - PZ* (z) PZ (72) 


(9.39) 


(9.40) 


(9.41) 


sin(vc-p)m, (9.42) 


sin(u+ um, 


(9.43) 

PC (a) PES (=a) - PES G)PE Ca) see Es 

(9.44) 

PEH (g)P^ | (-2) — P^. , (z) PEH! (-2) = Ge A sn +), (945) 
P^, (z) PEH} (-2)4- P (z) P^, (—z) 

= Ee sin(v+u)n|2v+1) i ca - |. (9.46) 
PEHI (z) P^, (-2)4-P^. , (z) PË} Li 

- APR ED sintur Qe) VT- ` | (9.47) 
PU 1 (2) Pi C72) - PLA (z) PE 1 (72) 

= LPS gezielte a: EA (9.48) 
PC (z) PEHI Gelb (z) PH! (—z) 

- 2 FEE ge) j)n Ge - is. (9.49) 

同样 , 如 果 利用 
> Sin(v-- n PË (z) = — cos(+u)z QË(z) — QË(—z) (9.50) 
化 去 (9.29) 与 (9.30) 式 中 的 第 一 类 连带 Legendre 函数 ， 则 能 得 到 
(E)E) +Q (QL) = T HA sinou, (9.51) 
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n T (v+u+1) sin(u+ u) 
2 T (v—-u+1) V1-z? i 


再 从 此 二 式 出 发 , 代入 关于 Qu) 的 各 个 递 推 关 系 式 , 又 可 以 推出 下 列 恒等式 : 


QZ(z)Q7*' (-z)- Qd (-z)Q7* (z) = 


(9.52) 


nz (2v4-1)l (u + n) 


Q7 (z)Q (r) 一 Ott L (z) = > l(v-u43) sin(v-ru)m, (9.53) 


qr Gar? C2) - at Car)» cum CE 5 sine) 
(9.54) 
(E) D m u- n T(v+y) in(v 
Q; (z)Q7 Ain UL Let 1( z) = 2 T (v— u+2) x: ( +a), 
(9.55) 


Qi? (QA (al - Q* eigent ai = -ZECH E  sin(u+ U), (9.56) 


2T (Vn) Vi 
"Tell Oil, lei 


_ m (u+u+1) . — Ett) 
7 3T(v-p13) sin(v-r)n [Qus 1) 1 z? ue (9.57) 


QAG)QA (r) +E Leit 


"IF EB sintur | +) Ia - |. (9.58) 
Qi! (Qi C72) - Q3 (EQT (72) | 
- PCS sini) (i ie) 25 |. (9.59) 
Q7! (z)Q7*1 (72) 2- Q/1(2)QA (72) 
= el etun eed - eal (9.60) 


同样 可 以 写 出 Pu (2), Q^(z) 的 类 似 恒等式 . 这 时 需要 从 (9.12) 式 出 发 ， 再 利 
用 Pu (z) 与 Q&(z) 的 递 推 关 系 ; 


(2-198 0) vapy (2) — (y+I)PY 1 (2) (9.61a) 
= Vz2 一 1P4+L (z)+uzP# (2), (9.61b) 
(2-128269 — Qr) — (wl) (9.622) 


= y22—1QH*!(z)-uzQ" (z), (9.62b) 
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则 将 得 到 
PE (2) el - PE. (2) fil = een CL. (9.63) 
PH (z) Q^! (;) — PEH! (2) Qu (z) = er Utat) 1 (9.64) 


T (v-u41) Vz2—1 


再 结合 Pu (z), Ort) 的 递 推 关系 (它们 与 Ph (z), Q^(z) 的 递 推 关系 形式 不 完全 
相同 ), 进而 又 可 以 导出 下 列 恒等式 : 


ir DD Gra) , 


D (z) Q7 (z) 一 P 1 (z) QU 1(z) 一 r (v-u+2) (9.65) 
PEE (2) QH) - Pi?! () QE) = dm CU DE (9.66) 
PC (2) QE.) El el deele e) (9.67) 
PEH (Qf ale) = PE (Qe) = oF (9.68) 
PEHI Qa - MA 
iun E E Eu 
ps1 (2)Q Beie )Q As 
= er HE Je. HCH. 
= ep É +1) Vz =]. (9.70) 
PET EHO -PH OUO = em EP oin - 25]. 
(9.71) 


PH? (2297516) - P231 (2) Q7) = 


glo D (v+u) | 


2u 
OES) SCH (9.72) 


为 了 消去 (9.63) 和 (9.64) 两 式 中 的 第 二 类 连带 Legendre 函数 , 需要 用 到 
Zeiten e IQ (z) = ecivnImez pt (5) — PH (—z), (9.73) 


这 样 就 能 导出 

2 T(v+p) 
zn l(v-u41) 
2 T (v+u+1) sin(v+p)n 
mr Din Vaal ` 


P£ (z) Py -1 (一 2) + PLA (2) PẸ (—2) = Sint Lui, (9.74) 


P£ (2) PEH! (—2) - PEH (2) PY (—2) = (9.75) 
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再 利用 PE (z) 的 递 推 关 系 ?, 就 能 导出 


2 (2v+1)T (vg) 
"a IL(v-u42) 

2 Dl(v-B) "us 
= nI (v-u42) z2—1 
2 T(u+u) z 
nI(v-u42) Een 


Pipi G)PLa C2) - PLA (z) Pp I 72) z-:sin(v-Fu)n, (9.76) 


PET! (z) PET! (72) 一 P (z) PEY? (72) sin(v+u)m, (9.77) 


PE? (2) P1 (—z) + P#_ (2) PE? (—z) = sin(v+p)7, 


(9.78) 
_ 2T(u+u) 


ag (7) pË —z H zi DI (z= z 
PEt ( IP )+ Pr 1 )Pr+ ( ) nr (v-u) Ree 


sin(v--u)n, (9.79) 
PEŁ (2) Pigi C72) Pin (2) P3 (72) 

| 2T (vt p 1) 2 u+u+1| . 

= ICE) [een v -1 sin(u+ u), (9.80) 
PI, G)PZ 72) - P2 (2) PP, C72) 

2 Ll(v-cg) 3 
nI w- u+) [m z2—14 

PET? (z) PEI (Cz) PL (2) PE 1 (72) 


_ 2 工 (z 十 入 2u 
—" nl'(v-u-2) le p) — z2—1 


P^ (2) PZ*1 (72) c P231 (z) PE" (72) 


_ 2 T (vp) 2u 
~ nT (v-u+2) [t+ 


也 可 以 利用 


u— 


= sin(u +u), 


(9.81) 


| sin(v4-u)m, (9.82) 


| sin(v4-uyn. (9.83) 


nte!" cos vn P! (z) = sin(v--u)r QË (z) — sin(v—u)n QU, (z) (9.84) 


以 消去 (9.63) 5j (9.64) 两 式 中 的 第 一 类 连带 Legendre 函数 ， 从 而 得 到 
COS ZTC T(u+u) 
sin(v — uer T (u—u+1)' 


+1 _ i ia Cosyn PT(v+u+1) 1 
EA) -QA HO) = re HD ZE T 
(9.86) 


Q(2)Q*,(2) - 00 (z)Q#, (z) = e?r (9.85) 


@ 这 里 涉及 将 P# (z) 的 递 推 关系 变换 为 PE (一 z) 的 递 推 关系 . 需要 注意 ,函数 PE (z) 与 Q&(z) 只 
是 在 由 z = 1 向 左 沿 实 轴 割 开 的 z 平面 上 单 值 解析 ,因此 ， 当 z 变换 为 —z M. V21 也 需要 变换 为 
eis /z2—1] STT. 
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再 进一步 ,由 (9.85) 与 (9.86) 两 式 又 可 以 导出 


cosyn — Tl(v4pg) 


OC, Le (z) m 2 1(z2)Q ,2(2) 一 meum sin(v — u)r r (v—-pu4-2) 


: (2v 4- 1)2, 


(9.87) 
"dl dl - Qi)", ale) = nem ET CUTE (Qs) 
Qi" (2)Q*, (z) - Q* .G)Q i3. (z) = med Ov Cru Z (9.89) 


sin(v —u)n T (v—p) 22—1' 
cosyn T(v+p) z 


UHE G) -QQ = net J 


(9.90) 

HEEL) -WD = nen ET Tae 09D 

Oe) - QE.) Q7 (o) gn ep (9:92) 
ETHE) - Q elt Zi 

—À die PEE (Qv SÉ A. (9.93) 
Qa 0)Q*,() - 0 elt (2) 

= mein D ERIS EAD [aen -14 A (9.94) 


cosyn T(u+u+2) z 
sin(v— u)n Det 4/22 1' 
(9.95) 
COS L/7t T (v+u) 2yuz 
sin(v— uyn T (v—u+2) 22 一 1 
(9.96) 


P aO (G)Q i. 1(2) 一 Quz )Q 2 (z) = mein 


Qt Trei el — QKE) (z) = dir 


QU (QEL (e) OT (2)QE (2) 

äus cosyn D (u+nu-—1) | 

ü Sint — er T (v—p-4-1) É gh >|. (9.97) 

QQE (2) - Q23 06285, 1() 
COS Lat T (v+u) 

sin(v—u)nT (v—-u+2) 


= 一 Te 


一 yi oi 2m 


[e . (9.98) 
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89.3 Legendre 方程 的 本 征 值 问题 
在 多 数 情 况 下 ，Legendre 方程 
K — sat +M = 0 
中 的 自 变量 z 来 自 变 换 x = cos 0, 0 < 0 < =. 因此, 常见 的 本 征 值 问题 是 
£ [a - z2] +y =0, (9.99a) 


ENKE (9.99b) 


其 解 为 

本 征 值 M=l(41, 1=0,1,2,.…, 

本 征 函数 ule) = Pi). 
有 关 这 个 本 征 值 问题 的 解法 ,数学 物理 方法 教材 中 多 有 详细 讨论 ， 这 里 不 再 装 述 . 
但 是 , 也 不 排除 在 有 些 情况 下 , 由 于 涉及 的 区 间 不 是 0 < 0 < =, 相应 地 , z 的 变化 


区 间 不 是 [—1,1], 因而 需要 求解 Legendre 方程 在 其 他 形式 边界 条 件 下 的 本 征 值 问 
题 . 下 面 分 别 讨论 可 能 有 的 几 个 比较 简单 的 情形 . 


9.3.1 几 个 比较 简单 的 本 征 值 问题 
例 9.1 求解 本 征 值 问题 


£ la i +w = 0, (9.100a) 
y(0-—0, yD 有 界 . (9.100b) 


解 不 难 证 明 , 如 果 此 本 征 值 问 题 有 解 , 则 一 定 有 入 > 0. 不 妨 令 入 = v(v + 1), 
RAE v > 0, 而 后 可 按 下 列 方法 继续 求解 : 
解法 一 ” 先 写 出 Legendre 方程 在 z = 0 点 的 两 个 线性 无 关 解 : 


oo 22m 


n)- > em 3), C3 5) zm. 


n=0 


n=0 


2n GEN V 2n41 
zu z) 0*5), ' 


其 中 


(v)o = 1, (v)s = 
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Legendre 方程 的 通 解 即 为 y(z) = cun (z) + czy2(z). 因为 y(0) = 0， 所 以 cl = 0; 
又 由 于 只 要 yo (z) EARRA WI yo(1) 一 定 对 数 发 散 . "E RAK 


SEH 即 X-Q-100-2,120,52,--- (9.101a) 


时 , 本 征 值 问题 (9.100) AR, 本 征 函 数 为 


l REI n 
y(x) = C2 > KE + 3/2) qz? +1 


= c > CD (2n + DL ny rar ^ ` 


DÉI (Am (QI+2n+1) 5, 
7? 0L + 1)! > (2n + 1)! (Ln) nt H. 


、 (—1)! (214-1)! p m . 
所 以 ,如 果 取 co = 23i nH 则 本 征 函 数 正好 就 是 21--1 次 Legendre 多 项 式 


UV(zZ) = Pas (2). (9.101b) 
解法 二 先 写 出 Legendre 方程 在 x = 1 点 的 两 个 线性 无 关 解 , 进而 写 出 通 解 
y(x) = diPy (z)+d>sQ, (z). 


因为 在 z = 1 点 Py (z) 有 界 , 而 Q, (z) 无 界 , 故 d, = 0; 再 据 (9.2) 式 , 有 
1 T((1+v)/2) vnu 


Ps (0) = UR P ürv]2) °°° 2 . 


VaT 


cos = 0, SU v —21-1,120,1,2,:... 
因而 同样 得 到 ( 取 d, = 1) | 
本 征 值 Arm DI AL DD 121. 1=0,1,2,.…, 


本 征 函 数 ylz) = Baton (x). 
解法 三 ”将 原本 征 值 问题 奇 延 拓 到 区 间 [-1,1] 上 ,从 而 得 到 


x [t ze FAy = 0, (9.100a’) 
y(-z)--wx) OAR. (9.100b/) 


根据 (9.100b^) 式 ， 显 然 能 够 推出 o -1 有 界 . 因此 原本 征 值 问题 等 价 于 
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E la -z dE +A = 0, (9.100a”) 
y( 士 1) AF, (9.100b”) 
u(—z) = -y(x) (9.100c”) 


由 方程 (9.100a”) 及 有 界 条 件 (9.100b”) 可 以 定 出 
X-—l-1, 1=012 
ylz) = Pi (z). 


根据 (9.100c) 式 , 又 进一步 排除 掉 1 为 偶数 的 情形 ,因而 也 能 得 出 同样 的 结果 . 


例 9.2 求解 本 征 值 问题 
£ (a z dE *Ay -0, 
y (0) = 0, y(1) 有 界 . 


解 类 似 于 例 9.1, 可 以 得 到 


本 征 值 A=22+1), 1=0,1,2,..., 


本 征 函 数 yi(z) = Pa (z), 
其 中 , 在 采用 解法 二 时 ， 需 要 用 到 (9.3) =<. 
例 9.3 求解 本 征 值 问题 
Si éch 
cy )- 8y(0) = y(1) 有 和 界 ， 


其 中 o, 8 均 为 已 知 常数 . 
解 也 类 似 于 例 9.1, 但 采用 解法 二 更 方便 些 . 
根据 Legendre 方程 及 边界 条 件 y(1) 有 界 , 可 得 
y(x) = P, (z), À = v(v + 1). 


再 代入 z = 0 端的 边界 条 件 ay (0)-— 8y(0) = 0, 有 
2a T(1+u/2) vn — B T((1-7)/2) 
VRT (19/2) "` Vn T (v2) 


即 


2 T (1-v/2) i vu 


P'O tn T 1. 


(9.102a) 


(9.102b) 


(9.103a) 
(9.103b) 


(9.104a) 


(9.104b) 
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解 此 超越 方程 , 可 以 得 到 无 穷 多 个 正 根 v, i = 1,2,3, o 从 而 求 得 


本 征 值 M= mu(u+1),  i-21,2,3,", (9.105a) 
AKTE ER t yi(z) = P,, (x). (9.105b) 


BAR, n 不 再 是 整数 . 


图 9.1 二 维 直 角 坐 标 系 (z, z) 与 双 极 坐标 系 (e, 1 


Legendre 方程 不 只 是 出 现在 球 坐 标 系 中 . 例如 , 将 图 9.1 所 示 的 二 维 双 极 坐标 
系 (c, T): 


a sinhTr a sinc 
m= 一 一 一 一 ， z 三 —— 
cosh T — cos c cosh 一 cos c 
绕 z 轴 旋 转 可 以 得 到 图 环 坐 标 系 (o, 7, 0): 
a sinh 了 
”一 cosh7 — cose COS o. (9.106a) 
inh 
y= < sinó, (9.106b) 


cosh T 一 cos c 


© RÉ http://en.wikipedia.org/wiki/'Toroidal coordinates. 图 中 的 圆周 分 别 对 应 于 7 为 常数 (圆心 
位 于 z 轴 上 ) 及 c 为 常数 (圆心 位 于 z WE). 
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E (9.106c) 


cosh T — cosg’ 


而 在 该 坐标 系 中 将 Laplace 方程 


sinh 2. 之 ( 1 ðu ) 0 ( sinh r 2) 
Oo \ cosh r —cos ç Da Dr\cosh7r 一 cosa Or 
1 8u 


sinh r(cosh + —cos e) 092 


分 离 变量 u(c, 7, ó) = Vcosh+ — coso S(e) T(7) $(9), 就 将 出 现 


1 d/. dT 1 m _ 
xcu mr) + ( vH lr 0. (9.108a) 
令 z = coshr T(r) = Wz)， 则 上 述 方程 即 可 化 为 连带 Legendre 方程 . 而 且 因 为 
Q«r«oo, 所 以 1<z < oo. 这 就 有 可 能 出 现下 面 例 9.4 中 的 本 征 值 问题 . 
如 果 将 方程 (9.108a) 作 代 换 z = cothr, y(z) = T(7)/Vsinh7, 则 又 可 导出 y(zx) 
满足 的 方程 为 


=0 (9.107) 


E É — z?) Z| + [C - 1) - aue = 0. (9.108b) 
这 里 同样 有 1 < z < co. 
例 9.4 求解 本 征 值 问题 


£ la 一 224 十 Xy = 0, (9.109a) 
OER, — y(oo) 有 界 . (9.109b) 
# 仍 令 入 = (u +1). 作 变 换 € = 1/z, E(£) = Wz)， 则 本 征 值 问题 化 为 
= | - EE m " — 0, (9.1102) 
三 (0) 有 界 ， E) 有 界 . (9.110b) 


£ 二 0 与 £=1 均 为 正则 奇 点 . 容易 列 出 方程 (9.110a) dE € = 0 点 的 指标 方程 : 
p(p — 1) — v(v 4 1) — 0. 
因此 , 如 果 约 定 Re (2v - 1) 2 0, 则 pi = v1, pa = —v. 下面 需 分 五 种 情况 讨论 : 
(1) 2--1— 0, Bl» = —1/2, p = p = 1/2. 两 正则 解 为 


_ T (2n + 1/2 2n+1/2 
= -> a SCH X(&) (9.111a) 
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=, 2 1 E 2n+1/2 
_ = 2 ma T (1/2) (5) 


= ( 


x (m [o(on n >) -w(;)] - [b(n4-1) -10)]. (9.111b) 
此 二 解 在 上 = 0 点 均 有 界 . 而 对 于 上 = 1 点 , 因为 当 n 一 oo 时 ， 
-1 T(2a+1⁄2) 1 1 
(n? ` (ULI 22n+1⁄2 ^ 2g 
所 以 Si(6 在 上 = 1 点数 发 散 , 而 E6) 在 = 1 点 收敛 . 
结论 : 就 满足 齐 次 常 微分 方程 (9.110a) 和 齐 次 边界 条 件 (9.110b) 而 言 ， 此 时 
本 征 值 问 题 有 解 : 和 = —1/4 为 本 征 值 , 相应 的 本 征 函 数 为 


=( c. d TOv s MD (E 2n41/2 
2» (n)? r(ü/2) ($) 


Jim Bp(n+z) — Inn] = 0, 


= 


n=0 


x (m$ [o(2n 5) -w(2)] - [o0 - v] (9.112) 


(2) 0 < Re (2v + 1) < 1. Bl —1/2 < Rev < 0. HEB] 1/2< p1 «1, 0€ po « 1/2, 
两 正则 解 为 


L(v43/2 T(2n+v+1)/£ 


A 1 2n+v+1 
&) = > nT(nivi3/2 PG TD (3) (9.1132) 


= — 1 T(rv+1/2) T (Ən - v) (£ 2n-v 
ee -Y e erga ed i (9.113b) 


2 
此 二 解 在 £—0 点 仍 均 有 界 , 而 且 在 £=1 点 对 数 发 散 , 但 E:(6) - Z(6) E E=1 点 
有 界 . 故 在 Wa isi 有 本 征 值 = zx( + 1)， 本 征 函 数 为 


= [S1(é) — Ex(£)] 


_ 1 1 T(u+1⁄/2) T(2n +u + 1) /8£yN2n+u+1 
i Iech T(v+1) (3) 


1 Dl(-v—1/2) (2n - v) (£y?n-v 
Mu n!LT(n—vc-1/2 T(—v) (5) | (9.114) 
容易 验证 , 当 一 —1/2 BF, (9.114) 式 的 极限 正 是 (9.112) 式 
(3) Re (2v 十 1) > 1 H 2v c1 不 为 整数 . 此 时 解 式 仍 为 (9.113a) 与 (9.113b). 
容易 判断 = (e) dE € — 0 点 有 界 , TE E = 1 点 无 界 ; S2(€) 则 在 上 =0 与 <=1 两 
点 均 无 界 . 故 本 征 值 问题 无 解 . 
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(4) 2v 十 1 = 2k, k — 1,2,3,---. 方程 (9.110a) 的 第 一 解 


_ SS H T (2m + k+1⁄2) /€x 2n+k+1/2 
31(8) = Gët (nk) TP(k+1⁄/2) (š) (9.1152) 
仍 在 上 = 0 点 有 界 , 在 上 = 1 点 无 界 ; 而 第 二 解 的 形式 为 
Sa(6) = =( (E) n£& Yd, gn kn (9.115b) 


n=0 
一 定 在 上 = 0 点 无 界 . 因此 , 此 时 本 征 值 问题 (9.110) 亦 无 解 . 
(B) 2v 十 1 = 2k 十 1, 上 = 0,12…… 方程 (9.110a) 的 两 个 线性 无 关 解 为 


(2n+k)! D(k+3/2) £m 
) -过 nik! T(nck4 3/2) (3) ， (9.1162) 
= _ 1 T(2a— k) P(-k-1/2) /E\2n-k 
mole) SE T(-k) T(n-k41/2) (3) 
RA 1 ris H P(-kc1/2 (£m-* 
"Zu CH F(n-k1/2) (3) - (9.1165) 
同样 可 以 判断 此 时 本 征 值 问题 无 解 . 
综合 以 上 讨论 , 可 以 得 出 结论 : 本 征 值 问题 (9.109) 的 解 为 
本 征 值 A=v(v+1),  -1/2«Rev «90, (9.117a) 


^ro _ 1 oo 1 P(v41/2 T(2n+v+1) d 2n+v+1 
本 征 函 数 ul läsche T+) (zz) 


1 TP(-v-1/2 PLP(2n—v);12^- 
12 TI DC (zz) | (9.117b) 


4 v = —1/2 时 ，(9.117b) 式 可 按 PH6pital 法 则 求 极限 ， 从 而 得 


1 T(2n41/2) ( 1 \2n+1/2 
yr) = -Yom TF2) (az) 


x { - In(2z)+ [V (2n+3) -w(7)] - [6(n41) TO? (9.117c) 


最 后 需要 说 明 : 以 上 得 到 的 本 征 函 数 y(z) 只 是 在 区 间 1 < z < oo 上 连续 , 在 
1«z«oo 内 可 导 , 并 且 满 足 方程 (9.109a), 24 z 从 区 间 内 部 逼近 0 或 oo 时 满足 
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边界 条 件 (9.109b); 本 征 值 构成 连续 谱 ; 但 无 法 证 明 本 征 函 数 y(z) 具有 正 交 性 , 也 
不 能 归 一 化 (到 有 限 值 )， 即 在 (1,00) 上 并 不 平方 可 积 . 因此 ， 如果 局 限于 平方 可 
积 空 间 .多 (9 (1, o0), 则 本 征 值 问题 (9.109) 无 解 ; 但 如 果 从 广义 函数 的 角度 来 讨论 ， 
则 本 征 值 问题 (9.109) 有 解 , 相应 地 , 本 征 函 数 应 当归 一 化 到 5 函数 . 


9.3.2 由 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 证 明正 交 性 9 
我 们 直接 计算 积分 


r- f dz 
-1 V1 — ärt LVI 2gs + s2 
作 代 换 


2 148 ; Lia z 
= — T, v = — ; 
2t 2 


8 
将 积分 变量 xz 换 为 u 和 w (当然 w 和 w 不 是 互相 独立 的 ). 因此 


udu = vdv, dz = —2udu = —2vdv = —udu — vdv. 


所 以 
qu de dien 
vo u — utv 
于 是 就 得 到 
dr i | udu+vdv 
V1-2zt4Ü/1-2xzs452 — 2 /tsuv 
u 1 (S sl 1 d(u +°) 
2Vis\v uj — vts u+u ` 
这 样 就 能 算出 积分 , E 
I- muju ， 
注意 根据 w 和 vo 的 定义 , 当 t| < 1, [s] < 1 时 , 应 该 有 
z=1 Vat ' z—-—1 Vat 
l—s lcs 
dÉ Rem u.a — ce 


代入 即 得 


@ 引 自 文献 : H. Sagan. Boundary and Eigenvalue Problems in Mathematical Physics. New York: 
John Wiley & Sons, Inc., 1961. 
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另 一 方面 , 由 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 ,又 应 该 有 


比较 系数 , 就 求 得 


这 正 是 大 家 熟悉 的 结果 . 


$9.4 £ Legendre 多 项 式 的 积 


本 节 介 绍 几 个 含 Legendre 多 项 式 或 连带 Legendre 函数 的 积分 , 计算 中 多 少 要 
用 到 一 些 特殊 的 技巧 . 


例 9.5 计算 积分 [` PLG)PL (2) dz. 


E 容易 判断 , 当 大 十 ! 为 奇数 时 积分 一 定 为 0, 故 下 面 只 需 讨论 上 十 1 为 偶数 
的 情形 . 而 且 由 于 上 Wm 的 任意 性 , 不 妨 假定 > 1 于 是 , 因为 PY(z) 是 1_ 2 次 
多 项 式 , 故 一 定 有 


1 


1 
f Ph (z) PL (2) de = Pk (z) PI (z) 


1 
- f Pi (2)P{@) dz 


-1 
1 
= Pk (a) P; (z) 


—1 


为 了 求 出 Pi (+1), 可 在 Legendre 方程 


za - 2) Z) +(+ 1)P (z) = 0 
中 代入 z= 1, 有 
+2P’ (+1) = ll + 1)P; (+1), BI Pi(+1) = (+)! SE 
所 以 就 求 得 
| II + 1), 十 1 = 偶数, H k >, 
Ir (z) P; (z) dz = 4 k(k + 1), k+1= 偶数 ， 且 【> k, (9.118) 


0, k+1 = 奇数 . 


BJ 9.6 计算 积分 f z%Pi(z)dz, a > —1. 
0 
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NE 本 积分 需要 采用 一 种 特殊 的 办 法 计算 . 令 


1 l1. 
Ii -f z^Pi (z) dz, J, = J z^*1Pi (z) dz, 
0 0 


利用 递 推 关 系 
(21 — 1D)zP, 1 (z) = IP, (z) - (1 — 1)Pi 2 (z), 
就 能 得 到 
1 1 
n zl n z^P, (£) dz = n g^ [e — 1)zP, 1 (z) — (I — 1)Pi 2 (z) |dz 


= Qi -1Jia — (l = 14a. (9.1192) 


再 利用 递 推 关 系 IP, (z) = zP; (z) - Pi (z), 又 能 得 到 
1 1 
l = f z+1p, (z) dz =f get! ep (z) D, (z) de 
1 1 
u (a + > f z%+1p, (z) dz 


1 


1 
十 (a 十 d z°%Pi_i(z)dz 
0 0 


= z**?p, (z) 


— g* P, (z) 


—(a Lt 2)J: (a + 13, 
Bp 
(+a+2)J =(a+1l7 ll 或 写成 (loc 1)JI1-—(o--1)a. (9.119b) 


与 (9.119a) 式 联 立 , 消去 Jii. 就 得 到 五 所 满足 的 递 推 关系 


(l+a+1)h = —(I — e — 2113. (9.119c) 
下 面 需要 区 分 ! 为 偶数 与 奇数 两 种 情形 : 
_ 21-a-2 221-a—221—«—4 
la = -ayati 22O) gyatra 1M 
1l —a—22l-a-—4 —a 
=.= e Io, o> —1; 


=...=(—1 — 
ü EAR a3 


Li-a 


Io 
d -1 
Ias = -n 2-1 = (—1) 2011202 2? +e 


2 一 az 一 12 一 aw 一 3 —a +1 
=... = (—1)! el I —2. 
( !Wwraoc2 2l +e a44 ” a7 
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因为 
1 1 
To -f x” Po (z)dz = IFT a>-—l, (9.120a) 
1 1 
h -/ z^P, (z) dz = pp Q>—2, (9.120b) 
所 以 


(-1)*!T (a+1) r (i- 2) Ta 
22 sin—, o»-1, (9.121a) 
2941 ^ Jm a+3 2 
TT 


TQ 
== RK (r2) cos v, a>—2, (9.121b) 
或 者 合并 成 
l-a 
rT { — 
1 _ 1 T(etl) (=) . (io 
/= Pi (z) dz = —5 y: F Coin Sn a ™ (9.121c) 
ke 
不 妨 列 出 a 取 特 殊 值 的 几 种 情形 : 
1 
f HEEN tjdz= (CD a. (9.1222) 
n £1/2P2, (ar = CD parer (9.122b) 
n ' z 3/7 P3, (z) dz = (—1)2, (9.122c) 
0 
1 
eme aide = (CX zs (9.122d) 
n z V? P3, (z) dz = ( DVDa (9.122e) 
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下 面 介绍 另 一 种 做 法 %. 其 特点 是 只 用 到 不 多 的 简单 计算 , 而 更 多 的 是 运用 逻 
辑 推 理 . 这 反映 了 我 们 对 于 此 积分 结果 的 更 深 理 解 . 
我 们 首先 注意 到 Pi (z) 是 1 次 多 项 式 , 且 只 含 偶 次 寡 或 奇 次 丢 , 共 [1/2]+1 项 : 


P; (z) = aoz' cai! ?+a2r! 4+.…, 


所 以 一 定 有 
1 
x — ao at 22 ... 
f Z Pi (z) dz = aJll apl llaki at 
f (e) 


= l+ hatl ari a 

其 中 的 分 母 是 a 的 (1/2] + 1 次 多 项 式 , 分 子 f(a) 是 o 的 [1/2] 次 多 项 式 . 但 因为 
Pi(D = 1, 所 以 aa io test, — 1, BI f(a) KRAKE o3 的 系数 必 为 1. 再 
注意 当 a —1—2,0- 4, 时 ， 

1 1 7 a _ 

f z Sale pf s P, (z) dz = 0, 

因此 f(a) 作为 a 的 多 项 式 , 就 一 定 含 有 (a -1! + 2), (a 一 1+ 4), --- 等 因子 , 即 

fla)= (e —I+2)(a -1+4):::, 


这 里 的 连 乘 积 正好 是 1/2] 个 因子 相 乘 ， 最 后 一 项 为 a 或 — 1, 视 ! 为 偶数 或 奇 
数 而 定 . 所 以 我 们 就 得 到 


(a 一 2 十 2)(a — 20 + 4): a 


1 
Lepage (91239) 
l. _ (a-21 + 1)(a — 21 -3)--- (a — 1) 


容易 将 这 些 结果 化 为 (9.121) 式 的 形式 . 
P 
Bi 9.7 计算 积分 f Gies dr: 其 中 1 为 自然 数 ，-1<k<1, 


解 将 被 积 函 数 中 的 (1-- kt?) 0099/2. 作 Taylor 展开 ,并 逐 项 积分 , 得 
" Pa(z) e. LH T (L+m+3/2) [' om 
上 (Fk? => m! "ie S a7" Pi (z) dz. 


© 见 文献 : E. W. Hobson. The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonics. Cambridge, 1931: 
39. 但 该 处 只 讨论 了 a 为 自然 数 的 情形 . 
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因为 
f z?"P3 (z)dz = J z?" P5 (z) dz = 0, m < I, 
0 -1 


所 以 


1 Lat 1 
Pa (z) ox (-K) rores 2m f 24m) 
Í DC Rr) = > dx) ror) J,7 Pale)de. 


代入 例 9.6 中 的 结果 , 并 将 级 数 求 和 ， 即 得 
1 Pa (z) 名 (<k) T (ƏI+n+3/2) 1 (L-n)! T (1+n+1/2) 
n (1+kz2)1+3/2 gd? (En) TU+3/2) 2 m T(2l+n+3/2) 
_ (—1) && (-k)* T (l+n+1/2) 


20431 £^ m! T(+1/2) 
(—1)! k! 


T 2041 (LEE) 2: (9.124) 
Wr 讨论 ”类似 地 ,也 可 以 计算 
1 oo i 
Puri (z) _ (—k)" T (I--m--2) m 
/ KERSCH =>} m! T (1-2) n 2?" Pap (z) dz 
- z (-k)" (mit 1 m! T(m-+1/2) 
m=0 m! MU 2 (L-m--1)! T (m—-14-1/2) 
_ 1 DT(m41/2). (Ern 
2 (I+1)! — P (m—1+1/2) 
_1_1 um 121 
ene Deh Ah (9.125a) 


还 可 以 利用 超 几 何 函 数 的 变换 关系 
F(a,8;y;z) = (1 an Bbio — o, — Bi; z) 
-(1- z) °F (ay -BN zu) 
化 简 为 
IR 
_ 1 1 ra DIE ki Kl — (9.25b) 


2(I+1)!T (—1+1/2) 
.1 1 Cu nl E 
SEN Foot gu) (9.1250) 
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现在 出 现 的 超 几 何 函 数 都 是 1 次 多 项 式 . 
例 9.8 计算 积分 [i lpi(z) Pi, (z) da. 
解 可 以 直接 计算 此 积分 . 当 1 为 偶数 2n 时 , 将 Legendre 多 项 式 的 递 推 关系 


(4n + 1)zP2n, (z) = (2n + 1)Px, +i (z) -2nP2, A (z) 


代入 原 积分 , 有 


1 l [jm 
J Ze eps is f.m ee 9 ` sl z Pasca (2) | Pos (z) az, 
因为 Pon- (z) /z 是 2n — 2 次 多 项 式 , 它 一 定 与 Pon (z) EX, 所 以 
1 I 1 
J ip tes (ede R3 f [Pon Das 


若 ! 为 奇数 2n+1， 则 因为 Poss (z) /z 是 2n 次 多 项 式 , 5 Ponga (z) E, 所 以 


= 元 二 (9.126a) 
11 
f PLE (z) P2n42 (z) dz = 0. (9.126b) 
本 题 还 有 另 一 种 算法 ， 就 是 根据 Legendre 多 项 式 的 递 推 关 系 导出 积分 
hz f ip, (x£) Dron (z) dz 


的 递 推 关 系 
1 1 20 4-1 2 l 
n= f ŽP |F G) - pu TE =I iie 
或 者 再 重复 应 用 此 式 于 I1_1， PATRIE "Paint, 之 间 的 递 推 关 系 
2 | /2 l-1 1 一 1 
deeg ra l n-a) "ren 
所 以 
2 一 1 21—121—3 1 
In = 21 4- 172-2 = 21-120 — ria = = 214 179 
2l a 201—2 2 
Ja = 2013 1314 Sechs 121-3 = 2112 SCH 


直接 求 出 五 与 五 : 
1 1 
Io - | pap (ar f a 
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1 7 1 
五 -f. p, "in 
同样 也 能 得 到 (9.126) 式 的 结 
例 9.9 计算 积分 f EH JEP n EIER, i Z 1. 
E 先 假设 t 关 0, TE 
1 (1—z2) 1 1 Dk 
Í (1-22: £873 = Gs 3 a arr ) 


—1I 


1 f 1 d(1-2?)", 
Qn-1tJ.,(-2xti8)wU2 ds (7 


1 f 1 d(1-27)" 
(2n—1)t J.(1-2ztk8)-U2 de  * 


_ (—1)2 Vf. 1 d'(1-2?)", 
~ (2n-1)2n-3) 2 J (1—-2zxt--12)^-3/2 dz? 7 


In 1 f 1 d^ (1—z2)” 
- = dr f, (1—2zt4-t2)1/2 E dz 
_ Pnl 1f! P, _ P, (z) ` 
= (GU Ja va 
当 [t| < 1 BF, 利用 Legendre SAW SRIA Sat, 就 可 以 得 到 


J EL a En L P, (z) P, 
Ott (2n—1) p» a A t (2) Pa (z) dz 
2n+1q! m41 nin! 
^ n+ — (2n+ 1)! (9.1272) 


直接 计算 可 以 证 明 , 24 t= 0 时 此 结果 亦 成 立 . 车 il> 同样 可 得 


1 (1-22)* 2n! 
f KEES Qn-i Ge oen], Pi (z) P4 (z) d 


n+l 
2"Tn! 1 Mp n!n! 1 


 (2n+1)! nti (2n4-1)! zi" 


对 于 涉及 连带 Legendre 函数 的 积分 ， 原则 上 也 可 以 化 为 含 Legendre 多 项 式 的 
积分 . 


例 9.10 计算 积分 


(9.127b) 


1 
f im i-a Pa (z) Po, 20,4 (z) dz, {=0,1,2,.., m= 1,2,3,.... 
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解 按照 连带 Legendre 函数 的 定义 


mm 2\m/2d7Pn (z) 
我 们 有 
1 1 m—1, dm p, d" P4 1 (z 
J = = PT (z) Pran de= | (1-2) "Pae IT Pera a, 


分 部 积分 m — 1 次 , 得 


1 
T m m 
J 1 — z2 Ph (z) Patt (z) dz 
一 1 


1 dm) 


m-1, d" P, E (2 IA 


_] dam-i É Sat dem dz 
再 继续 分 部 积分 一 次 , 就 得 到 


1 
T 
ELLE 
1 


d Daat (£) 


—1 


dam 


«c» f. TY pol: EE (z) dz. 


因为 i (Q-a) e 是 n 一 1 次 多 项 式 ， — E5 Legendre 多 项 式 
Patz) 正 交 , 所 以 


m-i, d" P, (z) 1 


= ( mer Wë u dim Iran (z) 


Ó dm-1(1—z2) Le 
d 


1 


= (Um m ) Te. Ps42141 IE 
1 
= 277 (m banale SN 


直接 由 Legendre 多 项 式 的 定义 
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及 Legendre 多 项 式 的 奇偶 性 , 可 以 求 得 


dmPr (z) 1 (+m)! dmPi (z) (Am (1 + m)! 
dem |. 4,  2"rm!(l—m)' dom |. , Pm! (l— m)" 
所 以 最 后 就 计算 得 
1 1 ! 
IR —P (z) Pan (z) da = = dn 1 = 0,1,2,. -1,2,3,... 
(9.128) 


注意 此 积分 值 与 ER. 
I ”讨论 。 类 似 地 ， 也 可 以 计算 


， 1 m m 
f. P™ (e z) P” o (z ei Ts dr = 人 (ëm P4 (z) d Pa (z) dz 


dz" dom 
-cof = [omn a as 
EECH 
EE 
= 27-!(m — 1)! - Pm- (£) : MPa lr) Data) š 
=m En 1=0,1,2,..., m= 1,2,3,.... (9.129) 


m 二 0 时 ， 此 积分 不 存在 . 


例 9.11 计算 积分 [rro PPa 9) FE XR LT Ones m= 
un sinn # 
-(-17 ` s a SÉ ES ; ni GË 


m d" P, (z) 1 


= ( n ja z2) Jam [Paran (z) 


—1 


| dc) m d? P, (z 
ronen f danti m2 ( ? escas (z) dz. 


dzm 
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因为 Zelt )" e Æ n-1 次 多 项 式 , 5 Posta (z) EX, 所 以 


J Pr Pr 9 AEs = con |a ERO eaa o) 


d 
dm (1—z2)” d P, (z) 


1 


= CD” 


` P, 
dzm dzm ea (2) a 
d"P, (z) 1 
-9"ml.P4(z).——-—.P, 
2" m] -Pm (z) EECH 421441 (£) B 
! 

200m (9.130) 

(n — m)! 


rg Wt 
1. 直接 计算 ， 可 以 证 明 上 述 结果 在 m 二 0 时 仍 成 立 : 


1 1 1 
[P Paus G) as = Pa (0) Puana()| - f PL (E) Paran (ice 
-1 -1 -1 


= 2+0 = 2. 


(9.131) 
2. 类 似 地 可 以 证 明 
TL m-—1 dz 
f P7 (a) PHZ, (z) -0, 120,52.-,m-12,3,-. (9.132) 
—1 1-2? 
3. 将 (9.128) -5 (9.130) 式 结合 起 来 ， 又 能 得 到 
1 d 
J Pa) g Pan (Wl 
1 
_ 2ym/2d"P, (z) d Te ` 2 4m/2d" Paria (2) 
-| ae dr 
--n f acis ES GI Sen Ela 
dz" dz" 
m d" P, (z) d" P, Lor (2) 
f w s) —dm dawn qz 
= 一 1 icr Le) Phra (z) dz + a (z) Pa (Z) Vio 
! 
NTC 1 = 0,1,2,..., m= 1,2,3,.... (9.133) 
(n — m)! 


需要 特别 注意 ， 此 结果 不 适用 于 m = 0 的 情形 . 


第 十 章 ”涉及 球 函 数 的 级 数 展开 
810.1 ”函数 按 Legendre 多 项 式 展开 


例 10.1 将 函数 P; (z) 按 Legendre 多 项 式 展 开 . 
E 我 们 知道 , Pi (z) 是 一 个 1 一 1 多 项 式 , 并 且 只 含 rt, r, 205, 等 
项 , 因此 
((L-1)/2] 
P; (z) = ci-4Pi-i (z) &ei-sPi-s( - > C1 -2k--1Pi-2&— a" ); 


其 中 
CI 一 2 一 1 = = J P; (z) Pi_2k-1 (z) dz 


将 上 式 右 端 直接 分 部 积分 , 得 
1 1 1 
f P; (x) Pi-2x—1 (z) dz = P; (z)Pi_ək—1 (z) | _ n P, (£) P1 3... (z) dz, 
因为 P， 1 (z) E 1— 2k — 2 次 多 项 式 , 故而 


1 
J Pal aaa 0) de = 0, 
一 1 


这 样 就 得 到 , 
f P (z) Pi-2k-1 (z) dz = 2. (10.1) 
因此 ons 21 Ak — 1, 最 后 就 得 到 
[1—1)/2] 
Pi(z)= M; (21- 4k— 1)P, aca (£). (10.2) 
k=0 


例 10.2 将 P, (z) 按 Legendre 多 项 式 展开 , HF v 不 为 整数 . 
解 为 将 P, (z) f£ Legendre 多 项 式 展开 : 


= >` aP, (z) 
I=0 
只 需求 出 系数 
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1 _ (1 — 22) [P/ (z) P, (z) — P! (2) P, (z) ] 
f P, (£) P, (z)dz = nu 1)- wv t 1) ; (10.3) 


20 -1 1 
2 (I+D 


因为 P, (+1) = (+1)!, 并 且 根 据 Legendre 方程 可 以 求 出 


Sie uc EH, 


v1 4H, Io - 22) [P (z)P, (z) — P, () P1 (2)] } 


同时 考虑 到 P, (z) YE z = 一 1 点 对 数 发 散 , 所 以 


(i 201 f | 
ET 


根据 Wroński 行列 式 W [Py (z), Py (—z)] ( 见 $9.1) 可 以 求 出 


Ci = 


2 
lim (1 — z?)P/ (z) = 元 sin v7t, 


因此 就 得 到 
P, (z) = a: > D™ DES e rgo 
E mem Yes (5 Í - + (z). (10.4a) 
特别 是 , 34 z =1 EQ z = 0 时， à 
1- DN DL (10.52) 
P, (0) = ET > (zs rens (0). (10.5b) 


类 似 地 ， 也 可 以 求 得 P, (|zx|) 的 展开 式 . 不 同 之 处 在 于 P, (|z|) 是 偶 函 数 ， 所 
以 只 含有 偶 次 Legendre 多 项 式 : 


P, (lzl) = 》 crPar(z)， 
i=0 


SEN 
e= — 


1 1 
f P, (|x|) Pai (z)dz = (Al + 1) n P, (z) P21 (z) dz. 
—1 0 
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同样 根据 (10.3) 式 计 算出 o, SS 


P, (le) = -P (0) [= 34 Pai (0) Pa (2). (10.4b) 


m 201 —-v 2 二 2 十 工 


特别 是 , 当 z 二 二 1 时 ,我们 有 


1 = -P' (0) > (= tg += - Ire (0). (10.4) 


另外 , # vo 偶数 2k, 又 有 


— — ]: , 
Pas ([z|) = Pak (z) = — lim P; (0 DD 


gp ) Pa (0) Par (z), (10.6a) 
I=0 


1 
(z V Təltu+1 


因而 , 
Jim. Lob, (0) Pa (0) | dun (10.6) 
例 10.3 在 例 102 的 基础 上 ,可 以 进一步 计算 lD) |. saei 
811.2 中 要 用 到 这 个 结果 . 
H (10.4) 式 , 并 利用 P,(0) 及 P! (0) 的 表达 式 (MN. (9.2) 及 (9.3) 式 ) 可 得 


Əp, UO QA, 1 
Ov Ov > (3 D dE 


zo a (0) Pa (£) 


— EPIS Da (0) Poi (z) 


= -P/(0) wi AUS Y (zt an) O Pa (z) 


I=0 


+ 
Wel 
DK 
一 、 
= 
VN 
— A 
[S 
] | 一 
zm 
äi 


1 
"song 73: (a v tarpoi) P» 0) Pa 四 


oo 


= 


/ 1 
cO > = avg? (0) Pa (2). 


RA v = 2k, 注意 将 和 式 中 的 1 = 项 单列 , 就 有 


8P, (|z|) 1 cf 1 1 Pax (z) 
— = 一 — + JP P — 
ðv |. P3, (0) > SC NES J F2 (0) Par (z) — p 


sas [n] [sn (e)] sra 
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f 1 1 P' (0) 
$h |k— Pa (0) ^ ky | P2 OPa (z) 
因为 
.. PL0 2 F+D  ，， 1 rm 1 
JU 2 rk A at 2 7 Pa (0) (10.72) 
同时 ， 
. 1 1 Pi(0) ] , PL0.., 1  Pa(0] 1 
IU. | ak Pac (0) 十 ais | = I ay > E 0) 2k— 2 Pa (0) 
[1 2 1 P>, (0) 
i Ë 加 us ESOS 
-1 1 EE) - m) (10.7b) 
~ 2Pz (0) 2 ; ` 
所 以 
ðP, (ell M 1 
^ 0v |, - 5G "an -2k 2 2k ; Par (0) Pat (z) 
上 面 在 得 到 (10.7b) 式 时 用 到 了 
1 _ VnT(v + 1/2) 1 _ VnT(v t 1/2) cos km 
P5, (0) 2 T(1+u) sinu 2 T(l+v) sin(v — k)n 
| ym T(v 7 1/2) cos kn 
2 r(ü-v) (v-k)n- (v — k3/64..- 
. cosknTI(v4 1/2) 1 1 
2 m T(1+u) v-k rego - rh 
于 是 | 
1 Pok (0) 
Py, (0) 2v—2k | 
_ 1 cos kx T'(v+1/2) 1 cosknIT(v+1/2) 
zx | Vm Dn "Fa (9) 12 yn I(1-) geg 


(v —kyr? +... 


_ coskr 1 ]|I(v-1/2 T(k+1/2) 1 cosknT'(v41/2) 
" 2/R zx| Tit taa] 12 yn Dad 


最 后 就 有 


Im lea (0) tx ` = = Ze ra Ë (3 + d Bo d 
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= ; É G + k) — (1+ d Pok (0). (10.9) 
作为 (10.8) 式 的 特殊 情形 , 24 z = +1 时 , AA P, (|z|) 恒 为 1, 所 以 
P, (lz M 
ðv . u=2k,z=+1 l 
于 是 就 有 
Sch 1 
> c= 2k al Pai (0) 
= -二 Pa (0) 一 5 É (3*5) `a Pok (0) . (10.10) 
再 代 回 到 (10.8) 式 中 , 又 可 以 将 该 式 改写 为 
OP, 1 cf 1 1 
SC a Par (0) — > c= xxi) Pa (0) [Pas (z) — Pai (2)]. 
(10.8) 
另 一 种 特殊 情形 是 上 = 0. 在 $9.1 中 , 已 经 给 出 了 
OP, (cos 0) L] 1 + cos 0 
ðv v0 73 7 
Et, STEHEN ðP, (|cos6]) 1 + [cos6| 
9t v S COS VI, =1 iticosvl 10.11 
Ov v-0 n 2 ( a) 
亦 即 8 
, 1 reel 
Pa, (0) |1 - Px (z)] 71 10.11b 
GER +z) a (0) [1 Pa(z)] = In —— (10.11b) 
或 oo 
/1 14-|z| 
+ Pa (0) Pa (z) = —1n —— — 1. (10.11 
> E a) 2i (0) F ar 4 c) 
例 10.4 将 函数 sinu0, cos v6 $X Legendre 多 项 式 展开 . 
解 因为 sin v0, cos vb 满足 微分 方程 
SCR w=0, (10.12a) 
改 用 z = cos0 为 自 变 量 , y(x) = w(0), 则 方程 变 为 
(l-r SE _ spy? y=0. (10.12b) 


dz? dz 
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另 一 方面 , 将 函数 sin v6, cos v0 按 Legendre 多 项 式 Pi (cos0) 展开 : 


y(z) = 3 uP: (z), 
I I=0 
而 后 代入 方程 (10.12b)， 即 得 


Se la 一 ,2) EP (z) _ r2) yap, (z) | = 0 


dz2 dz 
1=0 
R (z) 
2 dP; Ra 
» — p - I(L4- 1)] P: H = 0. 
再 利用 Legendre 多 项 式 的 递 推 关 系 


zPi(z)—IPi(z)—Pi_, (z) = 0, I> 1, 
(I+ 1)P: (z) — Piri (z)+2P; (z) =0, 120, 


即 可 将 上 式 化 为 


A v? — (I — 1)? c. v? — (I +2)? 
v2aoPo (z)+ ` —— ap (z) 一 5 v Try ual (z = 0. 
{=2 


两 端 积分 ， 即 得 


oo 2 2 oe 2 2 
2 v* — (I — 1) _ v* — (I + 2) P 
v^aoP V SSC ES aj 1 Pi (z) >` —3113 ul 


i-0 
其 中 C 为 积分 常数 . 这 样 , 由 Po (z) 项 的 系数 ， 有 
y? 一 4 


Ql 二 C= 0; 


比较 Pi (z) 项 的 系数 , 就 可 以 推 得 


52 
vi — 9 


再 比较 P, (z), ! > 2 项 的 系数 ,也 可 推出 
214-3? — (I — 1)2 


Q2 = Go; 


QI 十 1 = a1 Ta IER) 
事实 上 , 还 可 以 将 (10.14b) 和 (10.14c) 式 合 并 写成 
2. (1.92 
a= AT H (l-2) ai 3; 122. 


21 — 3v? — (I + 1? 


(10.13) 


(z)+C = 0, 


(10.142) 


(10.14b) 


(10.14c) 


(10.14d) 
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反复 应 用 递 推 关系 (10.14d)， 即 可 求 出 展开 系数 
| 4l4«1 (21—u—2)(21+u— 2) 
^ 41-3 (21—u+1)(21+u+1) 
| 411 (20-v-2)(21-v—4) (20-v -2)(214-v —4) 

= 4-7 (21-v41)(21-v-1) QUcv1)(20Lpv-1) 2 4 


Qoi 21—2 


- aisi Eücrf2) T(ev/2) T (9/2) Egal 
T(—/2)r(v/2) T (Lc (3-v)/2) T 0+(3+v)/2) 
4L-3 (201v 1)(20-v-1) 
cra = 471 (2I v2) l+ 2) 7 
| Al--3 (21v — 1) 20—-v -3) (21v - 1) 21-3) 


^ 41-5 (N-v42)00-v) (v+ l+) "7 


ao, (10.15a) 


MFIT Del TUT) T (2-1/2) T (2+v/2 —, 
— 3  r(ü-»0/2)rT(0u-v)/2 r(Qc2-v/2)rT(l-2-v/2) V 
(10.15b) 
这 样 , 为 了 求 出 sin vb, cosv0 按 Legendre 多 项 式 的 展开 式 ， 只 需 分 别 求 出 相应 的 
展开 系数 ao 和 a1, 而 后 由 (10.15a) 和 (10.15b) 式 即 可 求 出 全 部 展开 系数 . 
对 于 sinz6. 有 


qo = TEL sin 8 dð = 1 
° 24]. 2 


1 
1— 2 


sin vt, (10.162) 


al = J sin yb cos sin 0 d0 = -3 sin vt, (10.16b) 
0 


1 
24 一 Z2 
因此 

T(-v/2)T(v/2 T(3-v)/2T(34)/2 1 1 . 

aa = GU EC UTOR) FüCG-/2) T 0X 42)/2) 21 292 7 

T (1—v/2) T (Iqu /2) 

T(I+(3—u)/2) T (I+(3+u)/2)' 
AAA F(L-(042)/2). T 2—v/2) P Qv/2) 
3  r(ü-9)/2)T(09)/2 Tt3—v/2) (1-22) 


x |- 3 1 sn n] 
24—,2 ^n" 


- ig (1+cos vr) (414-1) (10.16c) 


Gol+1 = 


ELI DT (Lr (1—7)/2) T (L-(1-v)/2) 
73g eov) a3) p Troy) P (E 24v]2) ^ 
或 者 统一 写成 


_ T ((l— v)/2) T ((I + u)/2) 
a = 16 [cos vet (1 ] GL Uer 8 5 Y EI Ier: 


(10.16d) 


(10.17) 
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所 以 


, ke T (( — v)/2) T (+ v)/2) 
sin vô = 162. [cos vt + (—1)!] + Ds 3- 73/2) T (3 34 3)! (cos 0). 


(10.18) 
同样 , 对 于 cos v6. 有 
aqo = JU cos v0 sin 0 d0 = 1 ! > CORR (10.192) 
0 -v 
01 HE cos sin 0 d0 = = S, (10.19b) 
因此 
me (4141) HCH L(l-v/2 T((3—u)/2) P ((32-7)/2) 
Dl(-v/2) P(v/2) T'(I+(3—u)/2) T (L- (33-v)/2) 
1 l-ccosrm 
"1-28 3 
Ov, T (l—v/2) T (I+ /2) 
= 16 SIN YT- Lc) nar G—»/2) Tr)’ (10.19c) 


_ 4I+1T(I+(1—u)/2) POD Laag) T (2—v/2) T (2-v/2) 
701773 TU/ TF) Iü2-v/2)r(0*24v/2) 
3 1-—cosvm 


ge 2 
u. P (i+(1—u)/2) T (I+(1+)/2) 
也 可 以 统一 写成 
_ V P((i—u)/2)((I+u)/2) >, 
Gr = EG + Dra/ rr a) sin vA. (10.20) 


所 以 


T'((t - v)/2) T (( o v)/2) P; (cos 0) . 


cosy0 = 7 sin m Curr * Ür(q23-)2) F (ü + 3 5/3) 


(10.21) 


810.2 Legendre 多 项 式 的 Fourier 展开 


Legendre 多 项 式 Pi (cos0) 本 来 是 定义 在 区 间 [0,7] 上 的 , 但 作为 cos 6 本 身 ， 
可 以 并 不 受 这 一 限制 的 约束 , 所 以 很 自然 地 可 以 把 P, (cos 0) 延 拓 到 区 间 (一 00, oc) 
E, 进而 将 它 展开 为 余弦 级 数 . 
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为 此 , 我 们 从 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 
一 Y P, (cos 0) d (10.22) 
{=0 


A 
出 发 . 因为 
1 -2tcos68 +t? =1-t(e e) e£ D — te^) (1—te™), 
所 以 
: = (1 - te^) DD — tei) 17? 


V1-2tcos0- 12 ` 
SEELEN 
SENGT EEN 


8 s C 1 (2m-1)!(2n- 1)! ie m0 men 
2m+n m! n! 
m= 


_ 3 1 (20 —2n — 1)!! (2n — 1)!! gi 2990 d 
= 2^ (-nj ni i 


比较 (10.22) 式 ， 就 得 到 
Pi (cos) = 2X (21 一 ENS (2n — 1)! gil 208. 
由 于 Pr (cos 0) 是 实 函数 ， 所 以 上 式 右 端 的 虚 部 应 为 0. 这 样 就 得 到 了 Pi (cos9) 的 
余弦 展开 : 
Pi (cos 0) = z Ly (20 7 2n — Dn Qn — D cos(! — 2n)8. (10.23) 


— n)! n! 
— (l — n)! n! 


IARE Lo LR , 其 中 的 n= 0 项 与 mn” = ! 项 完全 相同 ,m = 130 n — 1-1 
完全 相同 ，.… 这 样 , 当 1 为 奇数 2k 十 1 时 ， 


(4k—2n--1)!! (2n —1)!! 


Da (cos 0) = > > Gk n4 Dial cos(2k — 2n -1)0; (10.24) 
当 1 为 偶数 2k 时 ， 
(4k—2n —1)!! (2n—1)!! (2k—1)1]? 
Pax (cos 8) = " I >: (2k n) ni cos(2k —2n)8 + 去 | E . 


(10.25) 
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从 原则 上 说 , 我 们 还 可 以 撤 开 6 角 在 球 坐 标 中 的 特定 含义 ， 而 纯粹 从 数学 的 
角度 ,将 Pi (cos6) 奇 延 拓 到 区 间 [—7,0] 上 ， 然 后 再 周期 延 拓 到 区 间 (—co, co) E. 
这 时 又 可 以 将 Pi (cos 0) 展开 为 正弦 级 数 : 


(HA) T (k+ 1/2) 
T (L4 k + 3/2) 


IM: 


1 (cos 0) sin(I + 2k + 1)8. (10.26) 


TTC 


但 推导 过 程 略 为 复杂 一 些 ， 从 略 ”. 
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由 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 

1 d'(z? — 1) 

E dz! ' 

再 根据 解析 函数 的 高 阶 微 商 公 T 就 能 将 P, (z) 表示 为 围 道 积分 


1 1 1M 
P = — ——qs< 
de xi faut SH 


其 中 C 为 围绕 t = x 点 正 向 一 周 的 闭合 围 道 . 现在 取 C 为 以 上 = z 点 为 圆心 、 
ei 一 1 为 半径 的 圆周 , 则 在 此 圆周 上 ， 
Lat le — dt- Va? — 1eióidó = i(t — z)edg, 


Cl z?—1 
= t4x4 = 2z4-Vz? — 1 eó +,/z2 — 1 e i$ 
t— r i-r 


= 2(z-- v/z? — 1 cos $), 
所 以 就 得 到 Legendre 多 项 式 的 积分 表示 


Pi (z) = = f (z+ V z? — 1 cos ó$) dó 


P; (z) = 


= JA (z+ V x? — 1 cos ó) do. (10.27) 

值得 注意 , 此 积分 与 函数 Vz2 — 1 的 单 值 分 枝 规 定 无 关 . 事实 上 , 作 变 换 6 5 n-o, 
就 可 以 证 明 D 

Pi (z) = S (z — V z2 — 1 cos $) dó. (10.27) 


此 积分 表示 适合 于 用 来 求 某 些 含 Legendre 多 项 式 的 级 数 和 . 
@ 例如 , 读者 可 参阅 : 莫 叶 . PRERA. 济南 ; 山东 大 学 出 版 社 , 1988. 


§10.3 Legendre 多 项 式 积分 表示 的 应 用 263 


例 10.5 Y ab (z) d 之 和 . 
cg ! 


解 直接 代入 Legendre 多 项 式 的 积分 表示 (10.27), 并 交换 求 和 与 积分 的 次 序 ， 
则 得 


n! 
, Deen -f Yu Dt Vr 1 cos d) t'dó 
0 
= We (1+tr+tv x? — 1 cos $) dó 
0 
但 因为 
AZL 
zt /2? — 1 cosġ = V1 2tr 4t. 1-60 T EV ^ — 1 008 
V1 + 2tz +t? 
(ED: 1+t 
SE (il EL 
v1 4 2tz + t? v1 4 2tz + t? 
所 以 就 求 得 


Dt P l+ts | ( 1+tz ) tese] A 
T o [vl+2tz+t? vV1-2tz-4t? 


1+t 
SEH 0028) 


特别 是 当 t= 1 时 , 有 
Yum "E z) = 2n/2(1 z)"?P,, al (10.29a) 


3 n' P, (cos 8) = 2” cos” S x P cos Ê . (10.29b) 
2^ Wis — D! ESA WS 


或 者 写成 


例 10.6 求 级 数 Si TP (cos 0) 之 和 . 
解 仍 利用 (10. aT) R. 注意 当 z = cos 0 时 , 有 


z+ V z2 — 1 cos ó = cos 0+isinĝ cos $, 
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所 以 


X r! 1 /Tr 。 l 
Sre ı (cos0) = Ji 2 jj (eos0+isin 0 cos à) dó 


1 Ar 
一 二 f eT (cos 8+i sin 0 cos Pdo 
0 


be 
= e" 9998 Jo(r sin 0). (10.30) 
这 里 用 到 了 Bessel 函数 的 积分 表示 
例 10.7 求 级 数 和 > TP, (z) )d 与 Yan. 


解 就 此 二 级 数 而 言 ， 当然 也 可 以 伪 迄 上 两 题 的 方法 计算 . 但 是 更 简单 的 办 法 
或 许 是 直接 使 用 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 . 为 此 设 


l=1 l=0 I+1 
则 显然 有 
7 < l-1 _ 1 1 _ 
"S LÍ 1 
botz" = ZP (z)t! = x= 
因此 


1 dr t 
u v VL _ _ 2 
f(t) -f (= 1) 7 = — In (2—2zr+2V1-2zr+72)| 
=]n2—In(1—zt+ V 1—2zt+8 ), 
t 
tg(t) -/ dr = In (2y 1—2zr+r2+2r—3z)|) 
0 


1 一 2z7 十 72 


= In(V1-2zt--t?--t 一 z) — In(1—z), 


亦 即 
Sp P; (z)t! =]ln2 — 1n (1—zt4- V 1—2zt--:2 ), (10.31) 
l=1 
A 1 pl, t-z4 V1- tz + VI Set 
2 nj (z)f = gn —— — (10.32) 
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将 两 式 相 加 减 , 即 得 
2141 l 
P, (z)t 
22) i (z) 
1, t—z+ /1—2rt+42 
=I2-1-In(1—zt+V1—2zt+É) + -In — (10.33) 
— 1 
` Et 
c (Le) 
——. 1, t-z 4 V1-2zxt40 
在 (10.31) — (10.34) 式 中 作 代 换 上 一 —t R z  —r. 就 可 以 导出 
oo —1 l 
y»: D P, (x) t =ln2 — In (I+zt+ V 1+2rt+t?), (10.35) 
i=1 
^. (—1)! l, t+z+ /l1+2zt+t2 
> de Pi(z)t = zn T T TID. (10.36) 
i—0 
Se 2141 
1 l d 
»2 pec zit 
1. t V1i+2zt+t2 
=In2-1-In(1+zt+ V/T-22t-8 ) + z In —— (10.37) 
oo 
c 1 
»» Pi Eat 
c (L1) 
| 1, t Vi+2rt+t? 
=]n2+1-In(1+zt+ Vl1+2zt+12) — n DM (10.38) 
再 与 (10.31) 一 (10.34) 诸 式 相 加 减 ， 又 能 得 到 
c 1 
2 gPa (2) z) t” 
i=1 
1 
—]n2- jm (1—zt+ V1—2xt4-t?) 一 SN (1+zt+ /l1+2zt+82), (10.39) 
SCH 1+zt+ /1+2zt+Ë 
2 3 Pan (z) tt = l TN et ; (10.40) 
214-1 2 1—-ztt att 
S1 
y Ll. py (a)? 
421 
slt Z 十 V1 一 trtVv1 2rt+t 1 qn Ecc V1 2st? 1041 
9t 1 一 Z zen Ltr ^ (1041) 
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A 1 21+1 
t 
> pret z) 


t—z+/1—2rt+12 pj ttz+vVl+2zt+8Ë 


-Lin 10.42 
2t 1-r 2t m ( ) 
oo 
Al4-1 " 
P t 
2 ng) a (z) 
1 1 
-12-1-5ln ME -3h (1+zt+ V 1+2zt+t2) 
t— t-zVl-2zrtrt 27t+t tz Vl+2rttt 
十 lu jm ; (10.43) 
2t r — E Lin ——— 
Se Al 13 
P t2!+1 
> Gixijgiezj P2 9) 
1 1+zt+ 1-4 2zrt4Ht? ñ 1 In t—z-4-V1l-2zt-t? 
l-zt-V1l-2zt4 02 2t l-r 
2 
_ 1 text l+2zt+t | (10.44) 
2t Li 
Se 1 
P t 
2; mu zı (z) 
1 
=In2+1— 5 ln |(1-zt+v1-2st+t?) (1+zt+v1+2rt+t?)| 
1, t—-r+v1—2rt+t? t+r+v1+2rt + t? 
一 二 z” ln (10.45) 
l-z UE 
oc 
LP 7 p 
Zammer GUY Gi AH (z) 
1, l+zt+ Vl+2zt+t2 l) t—z+Vl1—2rt+12 
= — — —n— O 一 一 n ————M————E 
2 1-zt-V1-2zt4-12 2t l-r 
, 2 2 
Lim t+z+ Vl+2zt + Ë | (10.46) 
"3 lr 
将 (10.31) 一 (10.34) 式 对 z ER, 并 略 加 化 简 , 又 有 
%2 1 1 t-r 
-Pi (x) t = ( JI 10.47 
2 1 de 1— z? | V 1—2zt-- £2 
2 1 1 1 zt-1 
— P (xr) t = -= — | ———+ 3 10.48 


oo 
2041.,, 1 1 ( LO ) 
z)t! 2 2 —— — [ zt1- ——— ), 10.49 
2/1 ı (z) ti- V1—2zt+t2 ( ) 
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5 : Pi (x)# = L I (zt 1+ V1-2zt4-£?). (10.50) 


La (L1) 
再 次 作 代 换 zr， -r Rt -t 得 
> CU pi (a) t= - E (s um] (10.51) 
> CD (z) Ë = : — (2 1) (10.52) 
DV (z)t! = ; ; La (s 1 十 Amm) (10.53) 
> ini P; (z) ť = D (zt+1 — Vice). (10.54) 


而 后 与 (10.47) — (10.50) 庄 式 相 加 减 , 又 可 导出 


oo 
l., 2l c 1 1 ( í—cr t+r ) 
HE zı (2) 1-2? 21-z?XVi-2xt4? — y142xt-0 /' ( ) 


CC 
1 1 1 t-r t+r 
pP? x) 一 ( + ). 10.56 
Bt 2 (2) 21-2? V 1-2xt-2 vlt ( ) 


A 1 1 1 zt—1 zt41 
"I ( n ) 10.57 
2 3 21 (2) 2t1—z? \Vi~2xt+t — A 2xt t 
A 1 
>` Py (z) P^* 
c 202 
_ 1 1 n: 1 ( zt—1 zt+1 ) (10.58) 
un Ier Vi ` 
S. 4l 
Di m 
Žo San) a (z) 
z 1 ly 1 1 1 
= + (: ) ( ) 10.59 
Lal 2 t/l—z2 A MÀA-2ztÜ? Vi+2rt+t ( ) 
oo 
Al--3 2141 
p! > + 
2L OOS jeg an (f 
1 1 1 ly 1 1 1 
— + 二 (= 一 十 ， 10.60 
IA d J — uu) ( ) 


~ 1 / EI 
> aggy” 0f 
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=Æ + 工 1 (vi 2rt+t? 一 V1+2zt+8Ë), (10.61) 
1-z? 2t1—x? ， 
2 1 
P! 20-1 
2. eira 3 (2) 
-.i1 m 1 (V1—2zt+Ë + I+2zt+f). (10.62) 
tl1—z22  2t1-z? 
在 (10.31) 一 (10.62) 诸 式 中 还 可 以 代入 上 = 1， 从 而 导出 : 
Sp (z)=1n2—In(1-—z+ /2-2z), (10.63) 
IEN 
2 1 2 
>P (z) = n (1+ D) (10.64) 
l=0 
21+1 
P;(z) 21n2—1- In(1— 10. 
2 M+) 1 (z) = In2 n(1 — z), (10.65) 
Y grg? m2+ 1-2 (1-z+ 2722) en - 2) (10.66) 
l=1 
ec» 
>` Pi (z) =In2—In(1+z+V2 *- 2x ), (10.67) 
l=1 
v^ (1) _ [2 \. 
» j Pr) ein [1+ iz (10.68) 
: 2141 
-1 一 一 —1n2—1-1 
» 1) ary” ® in 2 n(1 + z), (10.69) 
oo ` 113 
>` » DR (z) 2 1n24- 1 - 21n (1-z4- V2 -- 2r) - In(1 + z); (10.70) 
l=1 
o 1 1 
3. Pa (z) 21n2- 5 In (1 一 z 十 V2 一 2z) 一 3 In (12-z4- /2+2z), (10.71) 
i=1 . 
X 1 1, 1 V2+2 
KEE (10.72) 
c 2:1 2 1-r+y2—-2r 
1 1 f 2 1 2 
> 21411?! (z) = a D + i) t jln ( + i) (10.73) 
^^ 1 1 2 1 2 
2 apa an DEER D + H -3m D *yT1 n) (10.74) 
c. 4l _ 1 2 
»» agir P (ei 21n2-1— gin (172 ) (10.75) 
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Y 4l4-3 1l, 1—z 


— € ol =- mn- 10. 
epay? (0 7 a mi (10.76) 


c 1 
> aa» G) 
—-1n2-4-1-—1n(1—z4 2-22) — In (I+z+ V2422) + jm (1-2?), (10.77) 


oo 
i 1TTZ 十 V2 十 27 1, l-z 
> Pai (z) =1 l 


— (21+1)(21+2) Getters 2-2 2 "l+ (10.78) 
> pi (z) = cx Fte), (10.79) 
> = (z) =+ — ( =). (10.80) 
teil sus Li) (10.82) 
> CD (z) = i — (: _ =). (10.83) 
> Dip (z) = — (- 1 十 =). (10.84) 
GË Pi (z) = LE (10.85) 
> KSE ((z)= + 1 - D - ui) (10.86) 
Yan (z) = +s [ = - HE), (10.87) 
EECH? " 
> EE ( uq sz). (10.89) 


oo 
1 — 1 1 1 1-z Dis 
> 43 P2 (2) = 173 7 sal 2 V3 ) (10.90) 
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eM Al j z 

= 10.91 
> 21(21 二 1) ?! ol 1 二 72， ( ) 
V 4 十 3 ; _ 1 
> Gris 2 (9 7 1792 (10.92) 
oo 1 ; _ T 1l. l-z _ Lt 
2.5 CES (2) = Ta + 1 (y ; V.) (10.93) 


2 erja an 97 = an sl 2 tV ) (10.94) 


以 上 的 和 式 中 还 可 以 代入 特殊 值 z = 0, 这 时 需要 注意 P241 (0) = P4, (0) = 0, 
因而 有 


oo 

1 
>` zP» (0) t! — 12 — 1n (14 14-8), (10.95) 
i-1 
X 1 1 

— P ? - - ]n (t 14-2 10. 
tes ai (0) n (t+ /1+t2), (10.96) 


>` ab Pa (0)?! = m2-1-m(1+ VIF) + z n (t+ 1--?), (10.97) 


1 
》 d (0) —1n2 — In (14- V2), (10.99) 
i-i 
C 1 
>》 — Pai (0) = ln (1 + v2), (10.100) 
— EN 
SM 4l+1 
` P3; (0) = In2 — 1, (10.101) 
4 A(21+1) 
2 1 
> E (0) ?! 2 n2+1-21n(1+v2); (10.102) 
or t 

P 0) = ; 10.103 
La 2+1 ( ) i8 ( ) 
c 1 7 20141 __ 1 _ 1 
> ar (0) 2*1 = d ==) (10.104) 


SS 4l+3 1 1-8 
>` (141 (2742) 141 (0) 2 Ul t HU — ^) (10.105) 
i-0 
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` 1 / at _ 1 2. 1). 

> aai ee TT = (Viet 1); (10.106) 
1 1 

3 P2 1 (0) = -一 10.1 
— 21-1 KIEM ( ) Rer ( 07) 
S lo», ,(0) 8271 =1— N (10.108) 
— 22 + V2 

z 4l--3 ; _ 

2 Irma ae (0) = 1, (10-109) 
oo 1 ; _ 

> (GI) GE Pot (0) = V2 - 1. (10.110) 


$10.4 连带 Legendre 函数 加 法 公式 的 应 用 


上 一 节 中 得 到 的 一 些 公 式 ， 再 结合 连带 Legendre 函数 加 法 公式 ， 可 以 演绎 出 
一 些 新 的 、 近 乎 奇妙 的 结果 . 
在 介绍 这 些 结果 之 前 , 作为 准备 , 先 要 介绍 几 个 积分 公式 . 


预备 公式 d 
cos y = cos 0 cos 0! --sin sin 0' cos $, 0 < 0, 0' «m, 
则 
— / 
r y Cree cos 6") "TI 
= In(1 — cos y) d$ = ; (10.111) 
Tt Jo In mell + cos 07) 0 > #', 
2 
1 rN 
| pr STEE ; 0 < 0, 
=f In(1 — cos y) cos mọ dó = m (10.112) 
To 1 cot 2 tan 9 0290 
m 2 2J’ TU 
SW 本 质 上 这 是 将 函数 In(1-r cosy) fE Fourier 展开 的 问题 . $ 
1 — cos y = In A+In (1—2r COS ó-r?), 
于 是 


A(1 +r?) = 1 — cos cos 6", 2Ar = sin gsin 6’. 


272 第 十 章 ”涉及 球 函数 的 级 数 展开 


不 妨 限定 r? < 1,， 即 可 解 得 
(1 + cos 0)(1 — cos 0!) 


; 0 < 0, 
A= 2 
— / 
(1 cos0)(1 + eet! T 
2 
OI 
tan > cot 7, 0 < 6', 
r= o 
cot ç tan —, 0 > 0 


再 进一步 , 利用 
Int) — 2rcosó+r2) = In (1 — re?) + In (1 — e i$) 
oo 9 m 
= cos my, r2 « 1, 
就 能 得 到 


In(1 — cos y) = In(1 — cos 0 cos 0' — sin sin 0! cos $) 


(1 + cos 0)(1 — cos 0') 2 EN ; 
u — 93 ` < (tan zen z cos m, 0 < 6, 
一 m=1 
(1—cos0)(1+cos@) <= 2 d xm ; 
LE 一 一 一 20. 
In > > - (cot 5 tan >) cos me, 020 


这 样 就 证 得 了 (10.111) 和 (10.112) 二 式 . 
ES 讨论 ”类似 地 ， 也 可 以 计算 
In (1 + cos 8)(1 + cos 0") 640 «m, 


1 IR 2 ; 
一 In(1 + cos y) dó = ; (10.113) 
7t Jo wl cos0)(1 — cos 0") 040 2m; 


(mt) INM 
el EE EE 


Aen a gN" (10.114) 
e EE , 0+0 >. 


7T 
i/ In(1 + cos y) cos mó dọ = 
T Jo 


例 10.8 (10.65) 式 的 推论 2. 


O 本 例题 和 以 下 各 例题 中 的 0,07... . 及 y 均 限 于 区 间 (0, rr) 内 , 不 再 一 一 指出 ， 
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将 (10.65) 式 中 的 z = cos0 改写 成 cosy, BI 


Y T EST +1 p (cosy) = —1— 1nd — (10.65/) 
=1 
TU yA (6,0) 5 (0, 9?) 之 间 的 夹 角 ， 
cos y = cos 0 cos 0' --sin 0 sin 0' cos($ — 9), (10.115) 


利用 连带 Legendre 函数 的 加 法 公式 ; 


P; (cos y) = Pi (cos 0) P, (cos 8’) 


+2 x: Le Um ni (cos 0) P?” (cos 0") cos m(ó — $^), (10.116) 


进一步 就 可 以 将 (10.65) 式 改 写成 


S 2+1 ; 
> ixi" (cos 0) Dr (cos 0") 


V 2 十 1 : (一 ! m m H 7 
ECKE IOC > ep (cos 0) P?" (cos @') cos mia %') 


ET 1 — cos cos 0' — sin sin 0! cos(ó — 9) 


--1-1 
2 
将 上 式 看 成 右 端 函数 所 作 的 Fourier 展开 , 因此 , 利用 (10.111) 35 (10.112) 式 的 结 
R, 就 得 到 
> EP (cos 0) P, (cos 0") 


_ TEMPE" 
-x]. TENE cos 0 cos 0 nasin 6 AEN 


1 Ku? 
=-1+m2- 5 f In(1 — cos 8 cos 0' — sin 0 sin @' cos 9) dg 
0 


/ 
e iiem al om 6 «8, | 
= 1 0 1 o (10.117) 
-1-1 1-899 ,,1*co9 0' < 6, 
2 2 
2014-1 (L— m)! ; 
m Pm 
-iT (L1) (LE mtl! (cos 0) P?" (cos 0") 
— I qq sgi 
Tar TEM cos Ó cos 0 nsn 299) cos má dd 
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In(1 — cos 0 cos 0! — sin sin 0' cos ó) cos mó dó 


ale 


— 
E 


/ m 
Zen tan 2) ; deg, 
m 2 2 
-11 à g^ (10.118) 
— 一 一 WË 
HOCH ; 0 «0 
同样 ， 从 (10.69) 式 出 发 , 也 可 得 到 类 似 的 结果 : 
REN 1) 2 十 1 —P. (cos 0) P, (cos 0") 
— I(I+1) 
/ 
i-l 2 c In teos? l 0+0' «m, 
= ; , 1 gy (10.119) 
EE — ; 8--6' 2m, 
: 214-1 (I—m)! 
—1 i pm pm d 
> R ) I(I+1) (I+)! l (cos 0) I (cos 0") 
(um INM 
CUT (tan tan 3) ; 0+0 «m, 
m 2 2 
= ma (10.120) 
E 0 o , 
cot ~ cot— | , 0 十 2m. 
m 2 2 
ES dit 在 (10.117) — (10.120) RAPRA 0 = 0', WA 
— 21-1 14-cos 0 1—cos 0 
2 de (cos0)] = -1—In 2 In— ， (10.121) 
S 2I+1 (I—m)! en 2 1 
之 TH GES [PP (cos8) | = - (10.122) 
o 2141 1 2m 二 co， (ER 
RE DET NES [P, (cos 0) |^ = ug x (10.123) 
I=1 —1- 2ln ; 5;&0«m, 
2 2 
m 2m 
oo 2141 (Im)! — (tan3) i 0«0«5, 
RER [PP (cos0)] = 4 | > (10.124) 
— I(I+1) (I+m)! (Um ON? x 
Lem c š) , eem, 
m 2 2 


例 10.9 (10.65) 式 的 推论 ( 续 ). 
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我 们 甚至 可 以 不 断 重 复 例 10.8 中 的 计算 步骤 ,例如 , 将 (10.117) 式 再 改写 为 


_ 4 

I nl mit rgy, 
2 n 2 2 

> of (cos y) Pi (cos9 ) = 1—cos 0” 1+cos 

i—i -1-hn— un "eg, 


而 cosy 仍 如 (10.117) 式 所 示 , 则 在 0+0 « 0" 5 o 0'| 2 0" (pg — 0' > 0" 与 
9 — 0' > 0") 的 两 种 极端 情形 下 ,可 得 到 


c. 2 
>` Gab (cos 0) Pi (cos 0") P, (cos 0”) 


— (I1) 
1 0 1 ` 1— ” 
—1 一 in "cos In Lost — In 156980 04-0' <0", 
2 2 2 
— M n 
=l 1 m 1+cos 0 EE cos 0 _ In 14-cos 0 l G+0"<0, (10.125) 
2 2 2 
1—cos 0 1 0 1 0” 
1—In T - In 2 -m HEL, 0'+0” « 0, 


3 2 61 Q— m)! m m 7 H 
2 dvi VE iP (cos0) PI^ (cos&^) Pi (cos&") 


— Nm 
( D" c mn5 ) ， 0+0' «; 0", 
1 8 ga, 
= TEF cot 2) ; 0-0" eg, (10.126) 
Nm 
TCF ak ) ; 0 -6" <9. 


这 里 用 到 了 
cos(84-0') < cosy < cos(6—0"), BI |0—6'| < y « (0+0). 


值得 注意 的 是 ，(10.126) 式 的 右 端 与 9 无 关 . 
类 似 地 ,由 (10.119) 式 可 以 导出 


> 2141 
1y Met , ” 
> » 1) KFI) Pi (cos 0) P, (cos 0") P; (cos 0”) 


1 7 " 
—1—1n d In 2 d In Le? l 6-00" « m, 
1—cos0 1+cos 6' 1 十 cos 0" 0-0 H0" > 
ELE m 75 (19.127) 
iin 1+cos0 ` in 1 一 cosb ` In 1 十 cos 0" 0'— 0+0! >, 
2 2 2 ; KT) 
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3 (—1)! 7 - Y Ser (cos 0) P (cos 0") P; (cos 0”) 
l 


1yr IN 
LH cr an5 ; 04-0' +0" «m, 
m 
7 T" 
= TGE tan d ; 0—0 -0" 2T, 026, (10.128) 
m 
1 0 au ; 
— tan; cot > ; 0' —6--0" 2m, 0' 2 0. 
m 


重复 这 种 做 法 , 还 可 以 讨论 级 数 中 出 现 4 个 或 更 多 个 Legendre 多 项 式 (连带 
Legendre 函数 ) 的 情形 . 
ES ”讨论 在 (10.125) — (10.128) 诸 式 中 , TURA 0 =0 (3,0 = 0”, 9 = 0”) 
其 至 0 二 0 二 0", 于 是 又 有 


2 1 1— cos 6' 
V^ 211 [p (cos ) DEN (cos0) = —1 — 21 LIES _ in 1-6086 


n H 
meri HEART 2 2 
20 <, (10.129) 
S 214-1 2 
3M H 
2 1) (I+D) Ip, (cos 0) ] Pi (cos 0”) 
/ 
—1-21n Lr — In zb ; 20--0' et, 
B 1—cosÓ/ . Liest  , ld-cosÓ' (10.130) 
—1-—]n oeh — n +cos jo cos , 20—0' 2m, 
2 2 2 
: 2 十 1 3 1 + cos 0 mt 
— 1 P 一 一 1 1 <, 10.131 
> CU qu [Pi (cos0)] nie, dE (10.131) 


i-i 


c 2141 (l-m)! 1 8 PN” 
3M m pm 八 二 二 H H 
> 1) DES mW (cos 0) Pr (cos 0) P?" (cos 0”) (cot 7 tan zl, 


20—6' >T, (10.132) 


= m 2m 
> 人 erc e [Pr (cos 6) Pi (cos 6^) = D c 3 ; 26--0' « m, 


(10.133) 


o 21--1 (1—m)! m 2 (Ulm 2m 7 
Xov (Im)? (cos 0) [Pr (cos 0) | = 元 (tan 3 ; dek 


(10.134) 
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例 10.10 加 法 公式 应 用 于 其 他 级 数 . 
通过 例 10.8. 我 们 看 到 了 连带 Legendre 函数 加 法 公式 (10.116) 的 独特 作用 . 
事实 上 , 这 一 方法 也 可 以 应 用 到 其 他 公式 上 . 例如 , 将 (10.4a) 式 改写 成 


oo 


P, (cosy) = sin v7 ty c ye (3 


i—0 


1 
l—v +—)i (cos), 


而 后 对 左 端的 P, (cosy) 应 用 更 普遍 的 连带 Legendre 函数 加 法 公式 ( 非 整 数 阶 的 
一 般 情形 ): 
P, (cos y) = P, (cos 0) P, (cos 6^) 


1) ; ; 
+2 KE erm PT (eos6) Pr (P) cosm(ó - d^), 


0«0«m, 0<0 «mn, 0+0 «m, (10.135) 


同时 对 右 端 的 Pi (cosy) 施用 公式 (10.116), 就 能 得 到 


oo 


1 
P, (cos8) P, (cos) = HUT c yn (4 tnu? (cos 6) P, (cos 0") , 
[EU 
(10.136) 
T (v-m+1) m m H 
Twm)” (cos 0) PT (cos 8 ) 


DEM YCO Dn (eror) pesos (cos 6) PP (cos). (10.137) 


似乎 值得 提 到 |， 如 果 在 (10.136) 式 中 代入 cos 0' = 0, 则 将 得 到 


| Sinvm 1 1 
P, (cos6) P, (0) = -= Y Go er EE (0) Pai (cos 0). 


这 岂 不 是 意味 着 P, (z) 是 偶 函 数 ? 回答 当然 是 否定 的 ! 原因 是 上 式 只 是 在 0<0< 
n/2 即 0<z<1 的 区 间 上 才 成 立 . 
将 (10.136) 式 中 的 cos 0 或 cos 0^ 改写 为 cos y, 再 重复 由 (10.4a) 式 导 出 (10.136) 
和 (10.137) 式 的 步骤 , 还 可 以 进一步 得 到 
P, (cos 0) P, (cos 0!) P, (cos 0") 


` oo 
| Sinvm if d 1 
= $1) * 
x t3 li—v I+u+l 


x Pi (cos 0) Pi (cos 0") P, (cos 0") , (10.138) 
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T (v-m+1) ， , 
DM /pm pm Pm 8 
EE 


sin vr — 1 1 
EE" y» dat +) 


l=m 


We P?" (cos 0) PI" (cos 0!) P” (cos 6") . (10.139) 


可 以 预料 , 不 断 重 复 这 一 过 程 , 还 将 能 导出 更 多 的 结果 . 这 里 不 再 一 一 罗列 . 
例 10.11 加 法 公式 应 用 于 递 推 关系 . 
上 面 的 演绎 过 程 应 用 于 Legendre 多 项 式 的 递 推 关系 


(2l + 1)z Pi (z) = (I + 1)Pi, i (z) +IP, a (z), 


将 z 号 成 cos y, 于 是 就 有 
(2 十 1)[ cos 0 cos 0' +sin 0 sin 0 cos(ġ—¢')] 


l 
x Ë (cos 0) Pi (cos 0") 4-2 5 Gar (cos 0) PT (0^) cos mg-g)| 


= (9-1) Pisa (eos 0) P (cost) 


I+1 
+2 bi (mH) KT en, (cos) Pha (P) eosm(e- d) 
(L--m4- 1)! 


+I " (cos 0) P,_, (cos 6") 


1—1 
+2 Sp, (cos 0) P?* (6^) veel 


m=1 


仍 将 此 式 看 成 Fourier 展开 式 ， 则 可 得 到 


1 
(21+1) cos 0 cos 6'P, (cos 0) P, (cos 0") + TEST sin d sin d Di (cos 0) P} (cos6/^) 


= (l+1)P:41 (cos 0) P41 (cos 0) + (Dr (cos 8) Pr 1 (cos6^), (10.140) 


2 
(21-1) sin 0 sin 6' P; (cos 0) P; (cos 6^) + ei cos 0 cos 0' Pi (cos 0) P} (cos 0”) 


Pi. (cos 0) Pl, (cos 0") + 二 Di, (cos) Pl ,(cos0), (10.141) 


"n3 


(Lm) Ipm m , 
(214-1) (Tm)! cos 0 cos d DI (cos 0) PP (cos 0”) 
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一 ! 
+(21+1) E sin 0 sin 6’ P™ (cos8) PT! (cos 6^) 
—m-—1]Y 
raD sin 0 sin 0' P7H! (cos 0) P7**! (cos 0’) 
m 
(l-m+1)! 
= 2L Dn mei DI, (cos 0) Pit, (cos 0") 
2l Om m - 1) Pr: (cos 0) DI, (cos0"). 10.142 
(I+ —1)! I—1 


对 于 非 整 数 阶 的 (第 一 类 ) Legendre 函数 ， 也 有 类 似 的 递 推 关 系 (例如 ， 见 
(9.16a) 式 ), 因此 , 也 将 有 


2 
(2u+1) cos 0 cos 0'P,, (cos 0) P, (cos 0') 十 en D sin 0 sin 0' P! (cos 0) Pl (cos 0') 
= (v4- 1)P,41 (cos 0) Pyr1 (cos 0’) + v P, (cos 0) P, 1 (cos0), (10.143) 
2v+1 


(2u+1) sin 0 sin 0' P, (cos 0) P, (cos 0') + cos 0 cos 0' Pl (cos 0) Pl (cos 0!) 


u(u+1) 
2 2 

= — PL (cos0) Pl}; (cos 0') + Se? Pl i(cos0) Pl ,(cos0'), (10.144) 
v-— 


v+2 "t 
(2v 4- ETT cos 0 cos 0' P™ (cos 0) P™ (cos 0") 
Qr) a sin 0 sin 8' P? ^! (cos 0) P! (cos 0') 
Qr EE sin d sin 8’ PZY (cos 0) PIH! (cos 0) 
= 2(z 十 REA Pr, (cos 0) P; (cos 0') 
m rom) P" (cos0) P™ (cos 0). (10.145) 


更 进 步 , 对 于 第 二 类 Legendre 函数 , 因为 也 有 形式 完全 相同 的 递 推 关系 ( 例 
如 , 见 (9.16b) 式 ) 以 及 类 似 的 加 法 公式 , 所 以 也 可 以 写 出 类 似 的 公式 . 
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UE REH 
例 10.12 求 级 数 和 > ç K > 2 z’ 其 中 G Æ P (z) 的 第 ;个 正 零点 . 


已 知 Legendre 多 项 式 ] P, (z ) 的 1 个 零点 均 为 实数 ， 对 称 地 分 布 在 区 间 (—1, 1) 
上 ， 因此 必然 有 [2/2] 个 正 零 点 Gu S Qu] 和 [7/3] 个 负 零 点 一 6 一 Qe Wi 
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-Cu XE Legendre 多 项 式 Pi(z) BOESCH zt 项 的 系数 为 CDA, Hi 
以 


Pi (x) = laan (a? — R) (22 — GI, Lei — 0). (10.146) 
根据 代数 方程 根 和 系数 的 关系 (BI Viete 定理 ), 即 可 求 得 
MÀ 。 _ Pile) Pal? 项 的 系数 


2 
> = ig) RRA 
(21-2) ann — I(L—1) 


=I- IUJ QD! - enk (10.147) 
另 一 方面 , 从 Legendre 多 项 式 的 表达 式 
us 2n 
Pi (z) = CUu Xt (10.148) 
还 可 以 看 出 最 低 次 震 z 二 3/ 的 系数 为 
_ (21 — 2[t/2))! 
aua = CO" rra —q725 0 arem 
所 以 
z? r2 qz? 
Pi (z) = e. aus z^ 20/21 D =) (- =) e D 一 à.) ; (10.149) 
于 是 又 可 求 得 
[1/2] 1 _ P, (z) rH z! —2[1/2]+2 项 的 系数 
和 个人 ` P,(z) EH 
_ (21 — 2[1/2] + 2)! 
BEES D! (— [0/2] + 21 ( — 2[1/2] + 2)! 
| (21 — 2jt/2]) 
` AMAU- (/2]) (1 — 2112] 
ttn, 1 = 偶数 ， 
(10.150) 


"lü-1)0-42) 8 
` ^ 了 = 奇数 . 
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§11.1 均匀 带电 圆 盘 的 静电 势 问题 ” 


均匀 细 圆 环 的 静电 势 问题 , 由 于 物理 图 像 清 晰 ,计算 简单 ， 常 作为 应 用 分 离 变 
量 法 及 特殊 函数 的 典型 例题 ,在 数学 物理 方法 及 电动 力学 教材 中 多 有 讨论 .在 此 
基础 上 , 很 自然 地 就 会 讨论 到 均匀 带电 薄 圆 盘 的 静电 势 问题 . 事实 上 , 在 Morse 和 
Feshbach 所 著 的 Method of Theoretical Physics (New York: McGraw-Hill, 1953) 一 
书 中 就 可 以 找到 这 个 问题 . 目前 , 在 一 些 教材 中 也 有 所 讨论 ， 或 者 把 它 列 为 习题 . 
但 是 , 这 个 问题 , 看 似 简 单 , 实际 上 涉及 数学 物理 方法 中 的 一 些 基 本 理论 , 在 一 些 
教材 中 似乎 讨论 得 不 够 充分 ， 甚 至 也 有 不 正确 的 结果 . 本 节 将 简 述 几 种 常用 的 解 
法 , 并 对 其 中 的 一 些 不 正确 做 法 与 结论 作 了 尽 可 能 详细 的 分 析 . 
11.1.1 延 拓 法 与 轴 定理 

我 们 面 对 的 物理 问题 是 : 一 半径 为 a 的 薄 圆 盘 ， 厚 度 可 以 忽略 ， 盘 上 均匀 带 
电 , 总 电量 为 Q 求 它 在 空间 任意 一 点 的 静电 势 . 

对 于 这 个 问题 ， 常 模仿 均匀 细 圆 环 问题 所 用 的 做 法 ， 即 根据 轴线 上 的 静电 势 ， 
利用 圭 级 数 展开 的 唯一 性 , 求 出 空间 任意 一 点 的 静电 势 . 取 球 坐 标 系 , 坐标 原点 放 
在 圆 盘 的 中 心 , MAALEHE. 这 时 空间 任意 一 点 (7, 0, $) 的 静电 势 显然 与 
9 无 关 , 即 u= ulr, 0). 考虑 到 > = 0 时 ur,9) ARA r — oo Bf ulr, 09) 5 0 的 要 
AR. 通常 假设 


Ge ) P; (cos) , r < a, 


u(r,0) = " (11.1) 
Y (OI Pi (cos0), r > a. 
1=0 
另 一 方面 , 通过 直接 积分 ， 又 可 求 出 轴线 上 任意 一 点 N = 0 8E n) 的 静电 势 : 


«| [f pdpd8 ( ege Tr r) 
轴线 上 - == Vr m 


Q r 1/2 
2rcoaa de yo r<a, 


i Q DGAC y" 、 (11.2) 
2neoa H Vl + 1 i 779 


O O 原 载 ( 大 学 物理 》 第 19 X (2000 年 ) 第 11 期 , 收入 时 作 了 少许 修改 . 
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比较 系数 ， 就 可 以 得 出 空间 任意 一 点 (r, 0, 0) 的 静电 势 
Q -: —P; (cos 0) D» (7) D " Pa GH r<a, (11.3a) 


27rs0Q 


H > (5) Ba Pai (cos 0), r>a. (11.3b) 
上 式 中 > < a 的 结果 显然 不 对 . 因为 从 本 题 的 已 知 条 件 ， 可 以 断定 ulr, 0) 应 当 对 
于 赤道 面 对 称 , 即 u(r, 9) = u(r, n- 0), 而 (11.3a) 式 中 的 P1 (cos 0) 项 明显 违反 了 
这 个 对 称 性 . 

从 理论 上 说 , 任何 比较 系数 的 做 法 , 都 必须 以 相关 的 (展开 ) 唯一 性 为 依据 . 对 
于 (11.1) 式 ， 既 可 以 看 成 u(r,0) 按 本 征 函 数组 {Pi (cos 9)} 所 作 的 展开 , 也 可 以 看 
成 u(r,9) 在 r=0 Bü r—oo 邻 域内 的 Taylor EF. 上 面 的 做 法 , 只 根据 u(r,0) 在 
特定 9 值 下 的 表达 式 比较 系数 , 依据 的 绝 不 可 能 是 函数 按 术 征 函数 展开 的 唯一 性 ， 
因为 当 等 式 两 端 均 为 按 同一 组 本 征 函数 展开 的 形式 ， 而 等 式 在 整个 正 交 区 间 上 均 
成 立时 , 才能 比较 系数 . 这 样 , 上 面 依据 的 只 能 是 曙 级 数 展开 的 唯一 性 . 这 时 , 9 是 
参数 ，4 和 B, 是 与 r, 0 无 关 的 常 系数 ,根据 Taylor 展开 的 唯一 性 ， 由 ulr, 0) 在 
特定 8 值 下 的 表达 式 定 出 A 和 B, AMER u(r0) 在 任意 9 FARER. 正 是 
在 这 个 意义 上 , 不 芒 把 这 种 方法 称 为 “ 延 拓 法 ”， 

在 有 些 文献 了 中 , 把 延 拓 法 的 依据 表达 为 所 谓 的 轴 定 理 , 即 : 如 果 轴 对 称 系统 
的 势 函 数 在 轴 上 一 点 可 以 表示 成 以 下 形式 : 


u(r, 0) = 


= (Az + Bes", (11.4) 
I=0 
那么 , 任意 一 点 (r, 0, 由 的 势 是 
dir, OI =X (Av! + Bir 1-1)P, (cos). (11.5) 
I=0 


这 个 定理 的 内 容 上 存在 明显 的 矛盾 . 因为 按照 (11.5) R, 240 = 0 时 ,7 = z, P, (1) = 
1, 的 确 (11.4) 式 成 立 ; 13 0 = x BF, r = —z, Pi (—1) = (—1)!, 故 


y(r, ð = n) = Y (Aiz! - Biz 1), 


与 (114) 式 并 不 一 致 . 这 样 , 正确 的 结论 是 : 只 有 对 于 轴线 上 任意 一 点 , 势 函 数 为 


@ 例如 : C. A. Croxton. Introductory Eigenphysics. New York: John Wiley & Sons Ltd., 1974; 
中 译本 : E sU. 数学 物理 方程 导论 . 戴 安 英 , 钱 伯 初 译 . 北京 ; 高 等 教育 出 版 社 ，1982. 
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lus. 一 > [4z + Biz™ sgn (z)] (11.6) 
i—0 


(sgn (z) = |z| /z) BF, (11.8) 式 才 成 立 . 在 细 圆 环 的 情形 下 , 恰恰 是 因为 满足 (11.6) 
A (而 非 (11.4) R) 的 要 求 , 所 以 能 得 到 正确 的 结果 . 
现在 考察 一 下 (11. > 式 . 因为 在 轴线 上 r = |z|, 故 可 将 (11.2) 式 改写 成 


ws ^ nega — (v a? + z2?—|z|) 
Q 1/2 
Sch zt xe a > C )G ) . l<, 


E 1 (11.7) 
SC > fa (2 x sgn (2), |z| >a. 


由 此 可 见 , 当 7 > a 时 , 采用 u(r,0) 在 特殊 方向 (9 = 0,m 上 的 值 ， 就 能 够 正确 地 
定 出 u(r,0) 的 级 数 表达 式 中 的 系数 ; 而 当 r < a 时 , 由 于 |z| 项 不 符合 (11.6) 式 的 
要 求 (注意 (11.6) AFX z 的 正 索 项 与 负 桥 项 有 不 同 的 要 求 ), 因此 (11.3a) 式 的 结 
果 是 不 正确 的 . 

HX, 上面 的 分 析 还 多 少 停留 在 就 事 论 事 的 层面 上 . 延 拓 法 失效 的 根本 原因 
在 于 轴 定 理 的 适用 条 件 , 它 不 仅 要 求 体 系 具 有 轴 对 称 性 , 而 且 对 源 (静电 问题 中 的 
电荷 ,引力 问题 中 的 质量 , ….) 的 分 布 也 有 限制 . 这 从 轴 定 理 中 最 后 解 的 形式 ( 即 
(11.5) R) 可 以 看 出 , 它 一 定 满足 Laplace 方程 . 因此 源 只 能 分 布 在 作为 体系 内 部 
界面 的 球面 上 . 均匀 细 圆 环 的 静电 势 问题 , 符合 上 述 要 求 , 所 以 就 能 成 功 地 应 用 延 
拓 法 . 而 在 本 问题 中 , 作为 静电 势 的 源 的 电荷 , 分 布 在 赤道 面 上 的 一 个 圆 形 区 域内 . 
这 样 , YE r > a 的 范围 内 , Laplace 方程 处 处 成 立 , 静电 势能 写成 (11.5) 式 的 形式 ， 
因而 也 能 成 功 地 应 用 延 拓 法 . 相反 , 在 + < a 的 范围 内 ，Laplace 方程 并 不 处 处 成 
AL. 静电 势 并 不 能 写成 (11.5) 式 的 形式 , 使 得 延 拓 法 的 应 用 失去 了 基本 前 提 . 
11.1.2 又 加 法 

既然 对 于 单独 的 细 圆 环 已 经 能 得 到 正确 的 结果 , 把 无 穷 多 个 细 圆 环 又 加 起 来 ， 
为 什么 况 然 不 能 得 到 正确 的 结果 呢 ? ja E HL TESTA E. 事实 上 , RAA o oi 
dp， 电 荷 为 


Q 2Q 
元 2 27rpdp = z2’ do. 


它 产生 的 静电 势 为 
sS EC) remos ren 


Q c. /-1/2 2141 
m > / (f) Pa(eos0), r> p. 
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把 这 些 圆 环 从 o = 0 到 p = a BWER, 就 得 到 均匀 圆 副 的 静电 势 . 当 r < a 时 ， 


wn sË Ew f O upan 


i=0 
r — /-1/2 1 1 
= = a2- C l Yan + dl (cos 0) 
Q <S/-4/2N 1 yr | 
i S?» l jua Pai (cos 0); (11.82) 
M r > a, hf 
us (r, 0) = 3 y E 1/2 Ir, (cos 0) "n (p^ dp 
1=0 
Q <— 1 1/2 21-1 
= Inega > vil l ) (2) Pai (cos6) . (11.8b) 


-1/2 1/2 
这 才 是 正确 的 结果 ,可 以 直接 验证 5. (77/7) = (17), 所 以 (118b) 式 和 
(11.3b) 式 的 结果 完全 一 致 . 
11.1.3 求解 定 解 问题 

按照 数理 方程 的 标准 解法 (不 妨 称 为 “方程 法 ”), 应 当 在 球 坐 标 系 中 求解 定 解 
问题 


189 (r gel EE ( singt) = =- L Lag m/2m(a-r), (119a) 


r2 ðr Or r? sin 0 00 80 en Tta? r 
ul, , AF, u|, |. AF, (11.9b) 
nl y HR. d 一 0. (11.9c) 


当 > a BF, 方程 (11.9a) 为 齐 次 ,考虑 到 边界 条 件 (11.9b) 及 无 穷 远 条 件 (11.9c)， 
我 们 可 以 写 出 解 的 形式 为 


us (r, 0) -MAC ) "P (cos 0) . 
而 对 于 球 内 区 域 (r < a), 满足 非 齐 次 方程 (11.9a) 及 有 界 条 件 (11.9b) 的 解 是 
uw (r, 0) = NEQUE (cos 8) . 


l=0 


代入 方程 (11. 9a), 可 以 导出 Fur) 所 应 当 满足 的 非 齐 次 常 微分 方程 
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1 d dR. (Uri, Q 1 2I+1 

aa.) r? Ri = naieor 2 Pi). 

考虑 到 n, (0) 必须 有 界 ， 故 此 方程 之 解 为 
Rı(r) = KM SC r Pi (0) + Br. 

再 由 球面 > = a 处 的 连接 条 件 

We (a, 0) 一 us (a, 0), Dur) r=a = SCH 2 r—a! 
即 可 求 出 系数 A, 与 Bo ATIE] 

Aal. OI = mE Y WM (2) Pa (0) Pai (cos 8) (11.102) 


=0 
ou. 9 [rv(. 1 
un (n8) = =a 362 tara Pa (0 ) Pai (cos 0) 


=0 
SE? = (y. P3, (0) Pa (cos d . (11.10b) 
I=0 


在 写 出 这 个 结果 时 , 还 用 到 P2441 (0) = 0. 解 式 (11.10) 中 只 出 现 偶 次 Legendre £ 
项 式 , 正确 地 反映 了 解 应当 有 具有 的 对 称 性 (对 称 于 赤道 面 , w(x,0) = ulr, n- 0)). 不 


难 验 证 Pa (0) = 5 因此 , 这 里 的 结果 (11.102); (11.10b) 和 (11.82); (11.8b) 
完全 相同 . 


更 进一步 , 根据 (10.4b) 式 , 有 


1 (leos 6) = p? (zs go) Pa (0) Pai (cos 6) . (11.11) 


同时 ， 因 为 


1 TC 
xil l )-- 
所 以 (11.10b) 式 又 可 以 改写 成 


ualr, 0) = — — 0 ; P» (leos 61) + Q X (P) Pa coo. (11.13) 


Zoteog 27:698 an l 


的 ) (11.12) 


这 样 就 可 以 看 出 u, 的 物理 意义 , Cam pu: 第 一 项 是 来 自 均匀 带电 无 
穷 平面 的 贡献 , 面 电荷 密度 为 8/na?; 第 二 项 是 来 自控 有 圆 孔 的 无 穷 平面 的 贡献 ， 
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平面 上 仍 均匀 带电 , 但 面 电 荷 密度 为 —Q/na?. 从 数学 上 说 ，(11.13) 式 的 第 二 项 在 
BRA r < a 满足 Laplace 方程 , 所 以 第 一 项 一 定 是 非 齐 次 方程 (11.9a) 的 特 解 . 
11.1.4 讨论 一 一 延 拓 法 则 的 扩充 

上 面 采 用 三 种 不 同 的 方法 讨论 了 均匀 带电 圆 盘 的 静电 势 问 题 . 毫 无 疑问 , 求解 
定 解 问题 的 方法 (方程 法 ) 是 准确 、 可 靠 的 方法 . 正确 运用 县 加 法 , 也 可 以 得 到 正 
确 的 结果 . 而 传统 的 延 拓 法 (或 轴 定 理 )， 由 于 表述 过 于 简单 , 对 于 适用 条 件 和 延 拓 
法 则 需要 加 以 进一步 的 明确 . 

前 面 已 经 多 次 提 到 , 在 ”> <a 的 空间 范围 内 ， 由 于 圆 鼻 上 电荷 的 存在 ， 使 得 原 
始 形式 的 轴 定 理 不 再 适用 . 作为 解决 的 途径 之 一 , 可 以 试图 在 z > 0 EK z < 0 的 两 
个 半 无 界 空间 内 分 别 采 用 延 拓 法 . 这 时 , 在 半 无 界 空间 中 , 静电 势 满足 Laplace Jy 
程 , 而 圆 盘 上 的 电荷 分 布 则 以 非 齐 次 的 (第 二 类 ) 边界 条 件 


1 Ou 1 Q 
r D8 lo=n/2 7 2c; naz en (cos 0) (11.14) 


的 面目 出 现 . 为 了 能 由 (11.7) A (静电 势 在 特殊 方向 上 的 值 ) 延 拓 为 (11.13) 式 (RR 
电势 在 空间 任意 一 点 的 值 ), 我 们 需要 将 原 有 的 延 拓 法 则 


z! — r!Pi (cos 0) , z l-isgn(z) — r^!-!Pi (cos gi (11.15a) 
(这 里 的 第 号 “一 ”表示 延 拓 关系 ) 加 以 扩充 , 再 补充 上 
Iz ^ r'Pi(lcos80]), — Il TT or 1P, ([cos0]) (11.15b) 


即 可 . 这 个 做 法 的 根据 是 , 在 z > 0 z < 0 的 半 无 界 空间 内 , 当 7 < a 时 , 静电 
势 一 定 是 8 
ua (r,0) = uo(r,0) + Š ` Ri(r)Pai (cos 0) 
I=0 
的 形式 ,其 中 uo(r,0) 是 将 非 齐 次 边界 条 件 (11.14) 齐 次 化 的 齐 次 化 函数 . 当 圆 盘 
上 有 电荷 分 布 时 ， 能 应 用 延 拓 法 的 条 件 就 是 : 必须 能 找到 一 个 特别 的 齐 次 化 函数 
uo(7,0), 它 本 身 也 是 Laplace 方程 的 解 ， 因 而 w — uo 仍 满足 Laplace 方程 , 使 得 


oo 2i 
ua (r, 89) = uo(r, 0) + >` Ai (5) Pai (cos 0). 
1=0 


(11.13) 式 中 的 第 一 项 恰好 是 这 样 的 齐 次 化 函数 . 一 般 说 来 ， 要 找到 这 样 的 齐 次 化 
函数 ,只 有 当 圆 盘 上 的 径 向 电荷 分 布 为 某 些 特殊 形式 时 才 有 可 能 . 

类 似 的 还 有 均匀 带电 圆 环 片 (内 外 半径 分 别 为 a 和 5) 的 静电 势 问 题 . 这 时 在 
空间 区 域 a < r < b IÑ, Laplace 方程 也 不 成 立 ， 因 此 静电 势 也 不 能 表示 成 (11.1) 
式 的 形式 . 
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811.2 ” 轴 对 称 荷 电 圆 盘 的 静电 势 * 


本 节 继 续 采 用 延 拓 法 (根据 轴线 方向 上 的 特殊 值 , 应 用 所 谓 的 轴 定 理 而 推出 空 
间 任 意 一 点 的 静电 势 ) 和 方程 法 (直接 求解 定 解 问题 ), 讨论 圆 盘 电荷 为 任意 轴 对 称 
分 布 的 情形 

设 圆 盘 的 半径 为 a 厚度 可 忽略 不 计 . 取 球 坐标 系 ， 以 圆 盘 中 心 为 原点 , WA 
垂直 于 圆 盘 面 . 由 于 圆 盘 上 的 电荷 分 布 呈 轴 对 称 状 , 故 空间 任意 一 点 (r, 0, 9) 的 静 
电势 一 定 与 9$ 无 关 , BI w = ulr, 0). 显然 ,= ulr, 0) 总 依赖 于 圆 盘 上 的 面 电 荷 密 
EE ol(p) 的 具体 形式 , 其 中 p = rsinb. 为 了 确定 起 见 , 下 面 不 妨 只 讨论 面 电 荷 密度 
JARAW. 任意 的 密度 函数 ol) 总 可 以 展开 为 p HRAB. 
11.2.1 由 延 拓 法 求解 

先 讨论 延 拓 法 . 设 圆 盘 上 面 电荷 量 密度 与 oe 成 正比 (不 妨 设 a > 0, 实际 上 
可 放宽 为 a > —1), 得 上 总 电量 为 Q, 则 面 电 荷 量 密度 为 


o(p) = "H (Ey. (11.16) 
于 是 , 轴线 上 任意 一 点 (0 = 0 X m, z = r cos 0) 的 静电 势 为 
_ (e+2)Q f° /pyet! dp 
"le 47reoa Jo () [22 4 p (11.17) 
当 |z] > a 时 ， 
(a + 2) )Q 1 x y ( 
us|sa = 4reoa E 2 Pa ONG 

8 -Cey > 2l n 2 Pa (0) M sgn (z), (11.18) 


其 中 sgn (z) = |z|/z. 由 于 电荷 只 分 布 在 圆 盘 上 , 所 以 静电 势 ulr, 0) YE r > a 的 空 
间 内 满足 Laplace 方程 . 考虑 到 9 = 0 #l z PF u(r, 0) AFR r — oc Bf u(r,0) — 0, 
一 定 有 


un (7,0) = ra y 1T Pr(cos6). (11.19) 
由 此 也 可 以 得 到 
2n asxi1+1 
Un len) = > (2) sgn(z).. 
1—0 


@ 原 载 《 大 学 物理 》 第 19 3$ (2000 F) 第 12 期 , 作者 为 吴 崇 试 、 张 之 翔 . 此 处 作 了 少许 修改 . 
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与 (11.18) 式 比较 , 即 可 定 出 系数 A, ATRI 


ux (70) = cte y > an ; ) Pa (0) Pa (cos). (11.20) 
当 |z| < a 时 ， 
(o + 2)Q petlyp\2idp a pNetl,yz 2l dp 
Un |a = Anega Y Pa (0) n (£) (2) P d (£) É) H 
(11.21) 
若 a 不 为 奇数 , WA 
(a-2)Q(ld 1 1 
umm H Anega Kai > Lars x Es (0) 
(ae+2)Q < 1 zx 21 
47rE0Q > 2 一 wa 一 1 (2) Pa (0) (11.222) 
|. (e*2Q[ 1 JNU && Pa (0) 2l 
E 4neoa [a (0) ( " ^: ; 21— QQ 一 ail ) | (11.22b) 


在 最 后 一 步 , 用 到 了 例 10.1 中 给 出 的 (10.4c) x. 
现在 ,正如 上 一 节 中 指出 的 ， 由 于 圆 盘 上 有 面 电荷 存在 ,所 以 在 r <a 范围 内 
的 静电 势 一 定 不 能 写成 


n-Ya( ) Pi (cos 0) 


的 形式 . 因此 , 从 根本 上 说 , 我 们 就 失去 了 由 u(r,0) 在 轴线 上 的 特殊 值 (11.22a) 或 
(11.22b) 式 导 出 它 在 空间 任意 一 点 的 值 的 出 发 点 . 即使 在 z > 0 Ek z < 0 的 半 无 
界 空间 内 单独 求解 , 静电 势 满 足 Laplace 方程 , 而 圆 盘 上 的 电荷 分 布 则 以 非 齐 次 的 
(第 二 类 ) 边界 条 件 

18u _ 1 (a4 2)Q 

r 00.6—x/2 Aen ma? 
的 面目 出 现 . 如 果 我 们 令 

u(r,0) = ui(r,0) + uə(r, 0), 


那么 , 问题 就 转化 为 : 能 否 找到 一 个 特别 的 齐 次 化 函数 ulr 9)， 既 满足 非 齐 次 边 
界 条 件 (11.23) 及 轴线 上 的 有 界 条 件 ， 它 本 身 也 是 Laplace 方程 的 解 ， 从 而 保证 
u2(7,0) BEI IE Laplace 方程 ， 又 满足 齐 次 边界 条 件 
ge. 
00 lo—n/2 


(2) sm (cos 0) (11.23) 


(11.24) 
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及 轴线 上 的 有 界 条 件 . 正 是 基于 这 样 的 理解 ， 我 们 不 妨 从 (11.22a) 或 (11.22b) 式 
出 发 , 运用 延 拓 法 则 (11.15) 9 而 得 到 试探 解 


(a+2)Q a+1 SS 1 1 
ki r C) Pası (1c0s6) 2, ai + arara) Pai (0) 
Se 1 2l 
> 2i-a-1 (2) Pa (0) Pa e) (11.252) 
l=0 
a2 Q 1 retl 
n pum P’ ,1 (0) () Pati (| cos Ol) 

y 1L EH p, (0) Pa (cos 11.25b 

+ Dai (2) Pa (OPa (es0) | (11255) 


容易 看 出 ， (11.25a) 或 (11.25b) 式 中 的 第 一 项 的 确 是 Laplace 方程 的 解 ， 而 且 满 
足 边 界 条 件 (11.23) 及 有 关 的 有 界 条 件 , 因此 (11.25a) 或 (11.25b) 式 的 确 是 正确 的 
解 . 后 面 直接 求解 相应 定 解 问题 也 可 以 验证 这 一 点 . 

对 于 o 等 于 奇数 2k 一 1 的 情形 ,直接 计算 (11.21) 式 中 的 积分 , 或 由 (11.22a) 
(11.22b) 两 式 按 l'Hôpital 法 则 取 极 限 , 即 可 得 


(2k + 1)Q 1 |z|ÑN f zA2* 
-m2 (ZV Sain 
k = Aoteog 4k LI n a (2) 2k (0) 


(2k+1)Q (zw 1 1 | 
+ dneoa (2) : 2142k41 22k Pa, (0) 


SESS" 21 — ES E ) P, (0) (11.262) 
m EE Gy aa DEEN -»a«g]i 
-Ey a-ak” (0) IC ). (11.26b) 


其 中 y ”表示 和 式 中 不 含 1 = k M, w(z) 是 函数 T(z) 的 对 数 微 商 . (11.26a) 和 
(11.26b) 式 也 可 直接 互 化 ,只 需 利用 例 10.3 中 给 出 的 (10.10) 式 即 可 . 

这 里 需要 注意 ，(11.26a) 和 (11.26b) 式 中 出 现 了 In |z| 项 , 这 表明 原 有 的 延 拓 
法 则 不 再 适用 . 为 了 能 够 继续 运用 延 拓 法 , 根据 轴线 上 静电 势 的 数值 推断 出 空间 任 
意 一 点 的 静电 势 , 就 需要 补充 上 新 的 延 拓 法 则 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 必须 直接 求解 
相应 的 定 解 问题 ,从 而 为 建立 新 的 延 拓 法 则 提供 依据 . 


Q@ 还 要 假设 对 于 非 整数 o, 延 拓 法 则 (11.15) 仍然 成 立 . 
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11.2.2 由 方程 法 求解 


容易 列 出 此 定 解 问题 为 
18 Ou , 1 Or, Ou a+2Q (ry*1 元 
r? ðr Lal ug selte) 2eo ma? (2) "Mo 5 n(a - 7). 
(11.272) 
ulaz AF, ul, .. AF, (11.270) 
ul 有 界 ， al 一 0 (11.27c) 


根据 边界 条 件 (11.27b) 和 (11.27c), 并 考虑 到 所 求 的 解 应 当 对 于 赤道 面 对 称 , u(r, 0) 
二 u(r,x—0), 因此, 我 们 可 以 写 出 解 的 形式 为 


us (r,0) = YA OCI" Da (cos 0) , (11.28a) 
1 一 0 
ug(r,0) = Y P (7)P2 (cos), (11.28b) 


I=0 
其 中 的 4 和 Rr) 分 别 为 待定 常数 和 待定 函数 . 仿照 811.1 中 关于 均匀 带电 圆 盘 
的 标准 解法 , 容易 求 得 


(a+2)Q 1 
P . 
Anega 2 十 Q 十 2 ” (0), (11.29) 


_ (a--2)Q 1 ryatl 
fir) = Anega 2l--a4-2 (z) Pai (0) 


_(e+2Q 1 ,y (0) y _ (2 (11.30) 


A = 


Anega 2l—o—1 a 


代入 (11.28a) 和 (11.28b) 式 ， 就 可 以 看 出 ， 这样 解 得 的 ww 和 us 正 是 用 延 拓 法 得 
到 的 结果 (11.22) 和 (11.25b). 

当 a 等 于 奇数 2-1 时 ， 我 们 看 到 ， 系 数 A, 仍 有 意义 (因而 上 面 求 得 的 u, 
IR, 但 (11.30) 式 中 的 R(r) Æ I= k = (e+1)/2 时 变 为 不 定式 ， 应 当 按 照 
P'Hópital 法 则 求 极 限 ， 或 者 重新 求解 ， 从 而 得 到 
2k 4-1 r\2k r (2k+1 1 
l ipy (0) ( ) ni — 


Ry(r) = — Paz (0) (D. (11.31) 


T 
a 


相应 地 ,ww 就 变 为 


(Qk+1)Q| < 1 rA 
8)-— 
ua(r, 0) ansa | 2L- 2k (=) Pa (0) P>; (cos 0) 
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+G y Mx 2k angi P2 (0) Pa (cos6) 


anepoo] mm 


可 以 证 明 , 在 (11.25a) 或 (11.25b) 式 中 令 a 一 2k — 1, 按 l'Hópital 法 则 求 极限 , 也 
可 以 得 到 这 个 结果 . 在 这 些 计 算 中 , 要 用 到 例 10.3 中 给 出 的 结果 . 
11.2.3 讨论 一 一 延 拓 法 则 的 再 扩充 

除了 上 面 讲 的 延 拓 法 和 方程 法 求解 外 ， 本 题 还 可 以 根据 均匀 带电 细 圆 环 所 产 
生 的 静电 势 , HEINE (积分 ) 求解 , 所 得 结果 与 上 面 两 种 方法 相同 . 限于 篇 幅 ,本 
BAM. 

前 面 提 到 , 当 a 等 于 奇数 2k — 1 时 , 由 于 因子 In |z| 的 出 现 , 我 们 无 法 根据 已 
有 的 法 则 将 (11.26a) 或 (11.26b) 式 的 结果 延 拓 到 r < a 内 的 任意 一 点 . 但 是 , 仔细 


分 析 一 下 , 不 难 发 现 , 
EE 


因此 , 如 果 我 们 要 将 (11.26a) 或 (11.26b) 式 作 延 拓 , 则 除了 上 节 中 给 出 的 延 拓 法 则 
z! — r!P, (cos 0), (I 为 非 负 整 数 ) (11.33a) 
|z|” —r”P, (| cos 0|) (u 20) (11.33b) 


(这 里 用 箭 号 “一 ”表示 延 拓 关 系 ) 之 外 ,对 于 in|z| 项 , 还 必须 补充 上 一 条 新 的 延 
拓 法 则 : 


(E) w ` E Qe (os) (11.33c) 
OP, (| cos 0|) 


= (z) P. (Icos0|)1n < < 十 (二 ) T. (11.33d) 
按照 这 种 做 法 , 容易 验证 , 将 (11.262) 或 (11.26b) 式 延 拓 , 的 确 就 可 以 得 到 (11.32) 
式 . 当然 ， 由 于 补充 了 新 的 延 拓 法 则 (11.33c), 就 增加 了 延 拓 法 ( 原 有 的 优点 是 简 
便 易 行 ! ) 的 复杂 性 , 也 增加 了 一 定 的 计算 量 . 这 里 列 出 的 延 拓 法 则 显然 只 适用 于 
ra 的 范围 MEPER, 延 拓 法 则 (11.33b) 也 可 以 推广 为 v > 0 的 一 般 情形 . 
但 是 因为 受到 静电 势 在 轴线 方向 (6 = 0 和 z) 上 有 界 的 限制 , 故 延 拓 法 则 (11.33a) 
不 能 作 此 推广 . 如 果 涉 及 + > a 的 无 界 空间 ， 上述 延 拓 法 则 应 当 作 相应 的 修改 , 不 
SE 
最 后 需要 指出 ， 当 圆 盘 上 有 任意 形式 的 径 向 电荷 分 布 (例如 ， 对 于 导体 圆 盘 ) 
时 ， 原 则 上 可 以 将 本 节 的 结果 适当 合 加 即 可 . 但 一 般 说 来 , 不 一 定 能 得 到 比较 简单 
形式 的 解 . 
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811.3 ” 圆 形 面 偶 极 层 的 静电 势 ” 


以 上 两 节 讨 论 了 带电 圆 盘 的 静电 势 问题 , 给 出 了 两 种 特殊 电荷 分 布 (均匀 分 布 
和 轴 对 称 分 布 ) 情形 下 的 静电 势 . 我 们 比较 了 常用 的 两 种 解法 , 即 延 拓 法 与 方程 法 ， 
澄清 了 延 拓 法 求解 中 可 能 发 生 的 一 些 错误 . 本 节 仍 继续 采用 这 两 种 方法 , 讨论 圆 形 
面 偶 极 层 的 静电 势 问题 . 

采用 延 拓 法 , 成 败 的 关键 在 于 必须 考察 应 用 条 件 . 就 圆 形 面 偶 极 层 的 静电 势 问 
题 而 言 , 原则 上 当然 可 以 使 用 延 拓 的 办 法 , 由 偶 极 层 在 轴线 上 的 特殊 值 推出 它 在 空 
闻 任 意 一 点 的 静电 势 , 包括 圆 形 面 偶 极 层 在 近 处 和 远 处 的 静电 势 . 下 面 将 从 对 一 种 
不 正确 做 法 的 分 析 (11.3.1 与 11.3.2 小 节 ) AF, 讨论 延 拓 法 的 正确 做 法 及 其 依据 
(11.3.3 小 节 )， 并 有 通过 严格 求解 偏 微 分 方程 加 以 验证 (11.3.4 小 节 ). 作为 延 拓 法 
的 进一步 应 用 , 11.3.5 小 节 还 讨论 了 有 限 间 距 的 圆 形 平行 板 (分 别 带 有 异性 面 电荷 ) 
的 静电 势 问 题 . 除了 一 些 具 体 计算 结果 外 , 笔者 愿意 再 次 强调 延 拓 法 的 正确 使 用 ， 
11.3.4 一 种 不 正确 的 做 法 

设 有 一 对 均匀 带电 (电量 分 别 是 +q 和 ai KAR, 42A a PARARE 
HAARE 2d, d — 0 而 2qd 一 p. 取 球 坐标 系 , 极 轴 (0 = 0) 过 两 贺 盘 中 心 而 垂直 于 
盘面 ,坐标 原 点 分 别 与 圆 盘 相距 d. 这 时 空间 任意 一 点 (r,0, ai 的 静电 势 显然 与 9 
无 关 , Blu u(r,0). 一 种 做 法 是 : EBRAR ( 先 假设 间距 24 AR) 上 到 一 对 同 
WAF, FEA p, 环 上 电量 分 别 为 


£2 : 2rtpdp = 2I pap. 
于 是 , 轴线 上 任意 一 点 (0 = 0 BË =, z = rsgn (z)) 的 静电 势 即 为 


1 2q 


1 1 
Eu ri ën E =s]. 
将 这 些 圆 环 登 加 起 来 ,得 


dal = (11.34) 


den "sie ëss 7 verc] 
«4L co 2702 Jo p2+(z—d)2 p2+ (z + d)2 dd 
14 [Vat d? 22224 ~ |z—d| 


£g 21a? 


— Vatt diy 22 +2zd + lz+al|. (11.35) 


© 原 载 《大 学 物理 》2003 年 第 1 期 . 现 作 了 少许 修改 . 
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再 取 极限 d 一 0, 29d 一 p, 就 得 到 偶 极 层 在 轴线 上 任意 一 点 的 静电 势 


_ 1 p z 
“leer 7 ze ma 7 ERE 


In. (sm (0-3 Pa (0) (2^7). lz|«a, (11.36a) 


2142 
E — LP Sen Er (0) (2 ) ; |z|»a. (11.36b) 


容易 认为 ,只 要 不 在 偶 极 层面 上 , 则 空间 任意 一 点 的 电势 满足 Laplace 方程 , 因而 
解 为 


ua (r, 0) -MA E ) P, (cos 0) , r«a, (11.372) 
un (r, 0) -M5 E ) P Wi (cos 0), r > a. (11.37b) 
也 写 出 (11.37a) 和 (11.37b) 式 在 轴线 上 的 特殊 形式 , 分 别 在 9 < n/2 810 > n/2 DÉI 


空间 中 定 出 个 加 系数 4 和 B,, 最 后 就 给 出 圆 形 面 偶 极 层 在 空间 任意 一 点 的 电势 . 
当 r<a 时， 


lp. _ 2 r 2l+1 | 
ux(r,8) = zo Zna? Ë (z) > (Z) Pa (0) Ba (cos 0) |; (11.38a) 
M r > a Bf, 
2142 
us (r, 0) ^n TE > (2 ) P2112 (0) P2141 (cos 0). (11.38b) 


34 r > a 时 ， 上 述 计算 和 结果 都 是 正确 的 . 但 当 r < a 时 , 计算 过 程 却 不 正确 . 这 
是 因为 : 

(1) 对 于 不 在 偶 极 层面 上 的 空间 任意 一 点 ， 电势 的 确 满 足 Laplace 方程 , 但 这 
并 不 足以 导出 解 式 (11.37a). (11.37a) 式 成 立 的 条 件 是 在 球 内 (r < a) 无 电荷 ， 即 
电势 必须 在 球 内 处 处 (包括 偶 极 层 所 在 的 赤道 面 上 ) 满足 Laplace 方程 . 

(2) 从 形式 上 看 , 公式 (11.38a) 和 (11.37a) 式 也 存在 明显 的 矛盾 , 即 (11.372) 
式 并 不 包含 (11.38a) 式 中 的 第 一 项 . 

(3) 由 于 偶 极 层面 (0 = n/2,r < a) 上 存在 电荷 分 布 , 球 内 电势 uu, MAWE 
Poisson 方程 . 它 的 解 当然 不 能 表示 成 (11.37a) 式 的 形式 . 在 11.3.3 小 节 中 将 讨论 
这 种 非 齐 次 方程 的 求解 问题 . 
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(4) 也 可 以 换 一 种 提 法 : 球 内 电势 wn 在 上 半球 (0 < z/2) 或 下 半球 (0 > z/2) 
内 均 满 足 Laplace 方程 , 但 在 赤道 面 (9 = r/2) 上 满足 非 齐 次 边界 条 件 


1 p 
Uno. ug = =o 2702 sgn (z), (11.39) 


因此 , 在 求解 有 关 边 值 问题 时 ,必须 先 将 边界 条 件 齐 次 化 , 即 令 


un(7, 0) = uo(r,0) + u) (r, 0), 


使 
1 p 
uolo. = coa SER (z), (11.402) 
nl us 7 9. (11.40b) 
就 本 题 而 言 , 可 取 i 
uo(r,8) = —3 - sgn (2), (11.412) 


相应 地 ，wi(7,9) 在 上 半球 或 下 半球 内 仍 满足 Laplace 方程 . 但 这 时 由 于 边界 条 件 
(11.40b) 的 限制 , 其 一 般 解 只 能 是 
ui(r,0) = Y A, (7 P2141 (cos 0), (11.41b) 
i-0 
也 不 是 (11.372) 式 的 形式 . 

(5) 在 0<0<7/2 或 7/2<0< 的 半空 间 中 , 正 交 完备 的 本 征 函 数组 应 当 是 
(Pana (cos0) ,1 = 0,1,2,…} 或 {Pzi (cos0), l = 0,1,2,…}, 视 9 = 0 处 的 边界 条 
件 而 定 (相应 的 本 征 值 问 题 见 第 九 章 例 9.1 一 9.3). fE 0<0<x/2 R n/2<0<7 Bf 
半空 间 中 ,函数 组 {Pi (cos9) ,! = 0,1,2,...) 是 超 完备 的 . 这 表现 为 Pa (cos0) 与 
Dau (cos 0) 之 间 并 不 正 交 : 


7/2 
n Pk (cos 0) Dau (cos 0) sin0d0 Z 0, 
0 
f P» (cos 0) Par (cos 0) sin 0 d0 Z 0. 
n/2 


所 以 , 退 一 步 讲 ， 即 使 把 解 u(r, 0) 写成 (11.372) 式 的 形式 ， 这 个 展开 也 不 具有 唯 
一 性 , 不 能 比较 系数 . 

(6) 就 结果 而 言 ，(11.38a) 式 还 是 正确 的 . 但 这 是 两 次 不 正确 运算 (不 正确 的 
一 般 解 与 不 正确 的 比较 系数 ) “抵消” 的 结果 , 绝 不 能 当成 是 计算 正确 性 的 佐证 . 
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(7) 可 以 换 一 个 角度 来 理解 解 式 (11.38a) 的 正确 性 . 根据 (11.41a) 与 (11.41b) 
X. 我 们 知道 , 静电 势 在 球 内 (r < a) 的 正确 解 式 应 当 为 


un(7,0) = sgn (z) + > A, e ) Dan (cos 0), 


E xa 2 
因此 , 在 轴线 上 (注意 当 0 = 0,z Bj z = r), 
工 2i+1 
Uo ka, = E = sgn (z) + "M A E ) ; 
与 (11.36a) 式 相 比较 , 根据 在 区 间 0 < z «a E —a < z < 0 E Taylor 展开 的 唯一 
性 , 就 能 定 出 , 2 
p T 
A= Gg Lal PaO. 
11.3.2 延 拓 法 的 正确 做 法 


为 了 正确 运用 延 拓 法 ， 最 简单 的 办 法 是 直接 引用 笔者 在 前 两 节 中 给 出 的 延 拓 
法 则 (“一 ”表示 延 拓 关系 ) 


zl 一 riPi (cos0), z771 — r-I-1p, (cos 0) , 
|z]! — r!Pi(|cos0|), |z] ^71 — r-'-!Pi (|cos0|), 
同时 保持 (11.362) 式 中 单独 出 现 的 sen (z) 在 延 拓 后 不 变 . 这 样 就 能 直接 由 (11.362) 


和 (11.36b) 式 推 得 (11.38a) 和 (11.38b) R. 简单 说 来 , 正确 的 延 拓 只 能 施加 于 侦 
极 圆 环 而 非 整 个 偶 极 圆 盘 . 为 此 , 令 5= /p2 + d2, 由 (11.34) 式 即 可 得 


1 q pdp ° p +2 d 

1 q pep. 2) Px. Í“ b 
toma? b wo z an (gj bb 
dupa: = TL NC y” P d "P 
Eg Ka? Da PE . 


再 令 d 一 0, 2gd 一 p, TË b — p, qPorii (d/b) 一 ms (0), 所 以 


1 p dp STEE CH 
Eo 2na? p mer) P444(0, |z| 250, (11422) 


p dp 之 z 211 ; 
Eo 2na? p > () Pa (0), |z| < e-  (11.42b) 
t=0 


dulse, 一 1 


一 方面 , 只 要 rz o, 此 偶 极 环 所 产生 的 电势 一 定 满足 Laplace 方程 , 因此 可 以 写 出 
fE r > p #l r < p 空间 内 的 一 般 形式 (类 似 于 (11.37a) 和 (11.37b) 3X). 将 它 在 
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轴线 上 的 特殊 形式 和 (11.42a) 及 (11.42b) 式 比 较 ， 定 出 其 中 的 琶 加 系数 ， 从 而 就 
可 以 求 得 偶 极 环 在 空间 任意 一 点 的 静电 势 


1 p dp 2142 
£o 2na? p > (2 ) Pan (0) Pai (cos0), r»p, (11.43a) 


du(r,0) = 


1 p dp 2l 
co 2na? p. > (2) Pa: (0) Ba (cos0), r< p. (11.43b) 


将 全 部 圆 环 的 贡献 全 加 起 来 ， 就 可 以 给 出 整个 面 偶 极 层 在 + < a 空间 内 任意 一 点 
的 静电 势 


a(r, 0) 


== SE > 一 21 一 di oral Dun (0) P211 (cos 0) 
1 一 — 
E 2j eq p 2 d P (0) Ba (cos 0) 


+3 
"en T > e (2 P21+1 (0) Paan (cos 0) 


2 QU Dü +2) 
- = E PES «C P2 1 (0) Pa (cos). (11.442) 
容易 证 明 
Pj.) = (21+ DPa (0) = -QU-2)Paua (0) = CD Bat, (1459) 
sgn (z) = E - > a pirg e (0) Pa (cos 6), (11.45b) 


所 以 (11.442) RM (11.382) 式 完 全 一 致 . 
当然 从 (11.43a) 式 也 可 以 会 加 出 面 偶 极 层 在 + >a 空间 内 任意 一 点 的 静电 势 


p Yer (f orl P2441 (0) Ba (cos 0) 
0 


en Zero? 


us(r,0) = 


214-2 P! p 0 
^ Eg Lu. Ya i 十 2 (° ) 2l+1 (0) Dat (cos ). (11.44b) 


利用 (11.452) 式 , 就 可 以 将 它 化 为 (11.38b) 式 
11.3.3 方程 法 求解 
为 了 验证 上 述 延 拓 法 的 结果 , 可 以 严格 求解 相关 的 边 值 问题 : 


1 9 (ra8u 1 ð Quy LE lp(g Tna- 
sau >) f md (ms) : SE bt r), (11468) 


8113 ” 圆 形 面 偶 极 层 的 静电 势 297 


ul, AF, ujn 有 界 ， (11.46b) 
ujo AF, ul, wo 0. (11.46c) 


r—0O0 


当 7 > a 时 , 电势 满足 Laplace 方程 , 在 边界 条 件 (11.46b) 和 (11.46c) 的 限制 下 ， 
一 般 解 为 


us (r, 0) = >` A, OI" P; (cos 0) . 
i-o 
当 r <a 时, 电势 满足 Poisson Jy fz. DN RR BCE AR ERES ZEE 38 Pi (cos 0) 
展开 : ` | 
ug(r,) = 3 Ri(r)Pi (cos6). 


i-0 


代入 方程 (11.46aj， 同 时 也 将 8'(9 — 0/2) 展开 : 


T 2 AL 3 
(e 一 =>) => — Pha (0) P211 (cos0) , 
1-0 


PODETETOLE TIL PE. 
1 d Ë SC SEN 


r2 dr dr 
1d[s.dRaa(r) QU 1) +2) 1 p 1443 
SKS Ë dr r2 Toi (r) = -A P; (0). 


根据 有 界 条 件 (11.46c), R,(0) 也 应 当 有 界 ， 所 以 这 两 个 方程 的 解 是 
rA 
Ra(r) = Ba (=) ' 
lp A 4-3 
en 21a? (20 + 1)( + 2) 
利用 连接 条 件 , 求 出 A 和 B,, 最 后 就 可 以 得 到 与 (11.382) 和 (11.38b) 式 完全 相同 
的 结果 . 这 就 验证 了 上 一 节 中 延 拓 法 的 正确 性 . 
11.3.4 其 他 解法 
面 偶 极 层 的 静电 势 还 可 以 通过 两 层 间 距 为 0 WARISE EARRAS 
加 而 得 . 为 了 书写 的 方便 ,不 妨 设 单 层 带电 圆 盘 (电量 仍 为 q) 在 空间 任意 一 点 的 
静电 势 为 qu(r,0), 则 面 偶 极 层 在 空间 任意 一 点 的 静电 势 


ulr,0) = lim m ne e 


Qví(r, 0) Ov(r, 0) sin? 0 
| ð 56 + 3(cos) T 


T 2i4-1 
Ray 1 (r) = ) . 


P2141 (0) + Ba (= 


Ov(r, 0) 
P Oz 


(11.47) 
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其 中 vi(r,9) RI vi (r0) 分 别 是 将 圆 盘 向 上 和 向 下 移动 d 后 的 静电 势 . 在 §11.1 中 
已 经 给 出 了 v(r,0) 的 形式 (例如 ， 见 (11.10) R) 将 它 代入 (11.47) 式 求 导 ， 并 利 
用 (11.452) 式 及 Legendre 项 式 的 递 推 关系 

(2 + 1) cos 0 P; (cos 0) = IP; 1 (cos0) + (I + 1)P,i):i (cos 0) , 

(21 + 1) sin? 0 P, (cos0) = I(l + 1) [P,—1 (cos 0) — Dun (cos 0) ] , 


即 可 得 到 


Ovn(7,0) 1 oc 1 1 
— ^R 3—1t35775]P op 0 
Oz Zo 2a? 所 可 一 十 2112] 2 (0) cos 0 Pa (cos 0) 


d j3 : * ! Po (0) sin? 0 P^, (cos 0) 
Eo 2na? ^ 21-1. 2+2 21 21 


1 1 & 2 /rx2l—1 
Pa (0 oP 0 
£o 2a? > 2—1 (2) a (0) cos 6 Pz; (cos 0) 


1 1 1 ry 21-1 | 
en 27ra2 > 201—1 (2) P3; (0) sin? 0 P5; (cos 0) 
i—0 


_ 1 


1 
"ue ignores 


x ` P321. (cos 0) + (2l + 1) Por+1 (cos 0)] 


Sp H — hal (0) [Par (cos 0) — Pan (cos 0) ] 


Wes L 10 (l+ 2) 


1 1 <— 91 px DI 
5 ee r P 
Eo 2r? — (21—1) (41-1) (2) P» 


x ` P21_1 (cos 0) + (212-1) Par: (cos 0) ] 


Se ES +1) 21—1 
go E > (20 — 1) (41 + 1) e ) P21 (0) 


x [Pai (cos 0) 一 Dax (cos 0) ] ; 


整理 得 


pelz, HI _ 1 
ar ) Pa- 0 
Bz en m Yat zi 21 (0) Par—1 (cos 0) 


2 十 1 
卫 P 0 
E0 > 2142 2 (0) P2141 (cos 0) 
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1 1 2n 21 (: 2 一 1 
zu 2. Pa (0) Fa (cos 6) 
med 20 —1 d 


1 1 21 4-2 
En > 20 op äis (0) Da (cos 0) 


1 2 十 1 
Pa (0) P 0 
en SÉ? > 2142 2 (0) Dan (cos 0) 


20 4-2 21-1 
E0 T > 20 4-1 (= ) P21 (0) Pa (cos 0) 


1 1 4l - 3 
en 27ra2 > QI x 1)04 2) 2141 (0) Pat (cos 0) 


1 201 
+ £9 o > " +1 e ) 2141 (0) Pari (cos 0) , 


因此 就 得 到 和 延 拓 法 或 方程 法 完全 相同 的 结果 , BH (11.442) 式 . 同样 


Ovn (r, 0 1 2l +1 7QN2+2 
e = A > 2112 (°) P21 (0) cos 0 P>, (cos 0) 
1 


2014-2 
DK. / 
Eo m > "E 12 ( ) P> (0) sin? 0 Phy (cose) 


2 十 1 2014-2 
E0 sx > (21+2) (414-1) (° ) P2 (0) 


x N P21_1 (cos 0) + (21+1) Pat (cos 0) ] 


oo 


EI ^ +1) EISE 
NT A > (21 + 2) (4L + 1) ( ) Pa (0) 


x Pa (cos 0) 一 Da (cos 0)] 


(20 + 1)? 214-2 
£0 x > (21 + 2) (4l + 1) (° ) Po, (0) P2141 (cos 0) 


oo 


21(21 + 1) 214-2 
" £0 Lus 2. gen (= ) Pa (0) Da (cos 0) 


EA 214-2 
E0 LL > 2l - 2 (2 ) P>, (0) Pa (cos 0) 


1 CS 2042 |, 
£0 - > T +2 ( ) P2141 (0) Ban (cos 0) , 
m 


因此 也 可 得 到 (11.44b) 式 . 
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11.3.5 d 为 有 限 值 的 情形 

d 为 有 限 值 (相当 于 有 限 尺寸 的 圆 形 平行 板 电 容器 ) 时 , 也 可 以 类 似 地 处 理 . 特 
别 是 采用 延 拓 法 处 理 , 非常 方便 . 注意 这 时 (11.35) 式 仍然 成 立 . S c = va5 + d2, 
则 当 |z| > c FF, 可 以 将 (11.35) 式 展开 为 


da = al EISEN ENGER C2) 
-wl Ds ) [- Oe (°) 
ent E ) bh- (5) so (Cl 


从 而 可 以 推出 > > c 范围 内 任意 一 点 的 静电 势 


u(r,0) = = = > (GI o +3) E ) h T (5) |> () Para: (cos 6). 
(11.482) 


d£ d < |z| < c 的 条 件 下 ，(11.35) 式 也 可 以 展开 为 z HRAM 
l 94 sgn (2) 


ula: = Zo na? 


EE Mme EST G ) = (5) Jra (°) H 


运用 上 面 给 出 的 延 拓 法 则 , 又 可 以 推出 4 < r < c 范围 内 任意 一 点 的 静电 势 


+Š Y IG (D D EI [Pa (5) Fa (cos6) } (11.48b) 


值得 注意 , 在 (11.48b) 式 中 只 有 r 的 正 寡 项 而 没有 r WARM. 其 实 这 是 不 难 理解 
的 ， 因 为 有 限 尺 寸 的 圆 形 平行 板 电容 器 等 价 于 无 穷 大 的 平行 板 鸽 加 上 另 一 对 控 有 
圆 孔 且 电 偶 极 矩 正 好 反 向 的 无 穷 大 平行 板 ， 前 者 在 板 外 (上 方 与 下 方 ) 的 电势 (分 
别 ) 为 (不 同 的 ) 常数 (因此 电场 强度 为 0), BB (11.48b) 式 中 的 第 一 项 ; 后 者 在 + < c 
空间 内 的 电势 ( 即 (11.48b) 式 中 的 其 余 项 ) 当然 只 应 当 含 有 r WERT. 这 个 解释 
也 可 以 从 下 面 的 (11.48c) 式 得 到 证 实 . 
不 难 证 明 , 在 4 一 0,2ad 一 pc 一 a 的 极限 情形 下 , (11.48&) 和 (11.48b) 式 可 
以 分 别 化 为 (11.38a) 和 (11.38b) 式 . 
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还 可 以 求 出 平行 板 内 部 的 静电 势 . 因为 当 |z| < d 时 , (11.35) 式 也 可 以 展开 为 
lqz | 1l qc dz x 1 zv 211 dV], (d 
Wan = co mai T eo zl ce 2 AGF (5) nu (2) [Pa Ru 


i-1 
所 以 , 在 ”< d 内 任意 一 点 的 静电 势 就 是 


u(r, 0) -区 人 cos ` reg 


n c > = GW | DND ($) Dau (cos 0) } (11.48c) 


我 们 看 到 , 这 里 的 第 一 项 与 d 无关, 它 就 是 平行 板 电 容器 内 部 的 匀 强 电场 项 ; 其 余 
两 项 又 与 (11.48b) 式 中 的 对 应 项 完全 相同 . 
从 原则 上 说 , 我们 当然 可 以 直接 求解 边 值 问题 
18 ðu 1 Oe Ou 
ua Or) massas | Sin92) 


= -二 -25 [B(r cos0-d)-8(r cos 8 4 d)]n(r don(c—r), 


u|, V AF, -ujn AÑ, 
ul o AR, ula 
但 实际 计算 相当 复杂 , 结果 也 难以 化 成 上 面 的 简单 形式 . 所 以 看 来 这 并 不 是 一 个 实 


际 可 行 的 做 法 . 这 个 例子 告诉 我 们 , 在 求解 静电 势 问题 时 ,有 时 也 还 存在 方法 简 繁 
的 明显 差异 . 


一 0, 
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11.4.1 针 状 带电 导体 的 静电 势 
将 针 状 导体 的 几何 形状 简化 为 长 旋转 椭 球 . 取 旋 转 长 椭 球 坐标 系 (6m). 它 可 
以 通过 和 柱 坐 标 系 (r, z) 之 间 的 变换 关系 


Here GE (1149) 
来 定义 , 其 中 1 < € < oo, 一 1< ng<1. 若 & 为 常数 , 则 坐标 面 为 旋转 椭 球 面 
r2 z2 
antas a, (11.50) 
E= 1 时 即 退化 为 z 轴 上 的 线段 -a < z < a. E m ARRO 则 坐标 面 为 旋转 抛物 面 
2 2 
T + =a, (11.51) 


1-13? UL 
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m= 1 M = -1 时 即 分 别 退化 为 z 轴 上 的 线段 z > ac 和 z < -at 将 坐标 原点 置 
于 导体 中 心 , 针 状 导体 面 即 为 上 = &0, 而 其 长 度 为 2ato. 于 是 , 定 解 问题 即 为 


$ ulén) = 


解 之 即 得 


dr ðu 9 a9u] | 
ac (€ - Ug] t 5 (0 EE 
ule, = uo; "de 7 0, 

ul iai AF. 


ZOH (n) 分 离 变 量 , 得 


dé 
i [az] ean =o 
Hu 


A, = I(l + 1), (-0,52,:., 
Hin) = Pi (n), 
Si(é) = CP: (6) + DIQ,(6), 


(11.52a) 


(11.52b) 
(11.52c) 


(11.53) 


(11.54a) 


(11.54b) 


(11.55a) 
(11.55b) 
(11.55c) 


其 中 的 Qi(€) 是 第 二 类 Legendre 函数 (在 包含 有 正 实 轴 1 < £ < oo 的 区 域内 的 解 
析 延 拓 )，P; (€) 是 多 项 式 ， 当 然 在 全 平面 有 定义 . 在 此 基础 上 , 可 以 写 出 满足 偏 微 
分 方程 (11.52a) 及 有 界 条 件 (11.520) 的 一 般 解 


ulg, n) = > [CiPi (€) + DIQ,(6)] P, (n) 


I=0 
下 面 代 入 边界 条 件 (1.520). 首先 由 于 u|, = uo, BI 


[CP: (£0) + D,Q,(8o)] P1 (n) = uo, 


=0 


所 以 
CIPr (£o) + DiQi(£o) = uodo. 
BHRRUESHEAMI ul, — 0 定 出 
. Cim, D, = Kach 
最 后 就 求 得 


u(£. n) = uo 


11.4.2 载 流 圆 线圈 的 静 磁 场 
设 圆 线圈 的 半径 为 c， 上 通 有 电流 7， 求 空间 任意 一 点 的 磁 矢 势 A 和 磁感应 


强度 B. 


Qol) _ (€+ 1) at - 1) 
Qo(£o) ^ hiën + 1) —In(&o — 1) 


(11.56) 


(11.57) 
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利用 Legendre 函数 的 加 法 公式 可 以 求解 这 一 问题 ?. 此 处 介绍 另 一 种 解法 . 

取 球 坐标 系 , 坐标 原点 位 于 圆心 , 圆 线圈 处 于 赤道 面 上 , 电流 方向 即 为 $ 增 大 
的 方向 . 按 定义 , 此 电流 环 在 空间 r= (r,0,0) 处 的 磁 矢 势 4 应 为 

ei / a 
4n Je sii? 

其 中 r = (70,0: 9) 是 圆 环 ! 上 的 变 点 (r = a, 9 = n/2), d 是 圆 环 上 的 弧 元 
(KE). 由 对 称 性 可 知 , 磁 矢 势 A 的 大 小 一 定 与 $ 无 关 . 而 且 , 成 对 地 考虑 A 与 
26 — d! 处 电流 元 的 贡献 , 还 可 以 断定 A 只 有 e, 分 量 , 即 A, = As = 0, Ap Z 0. 
因为 wH = B = V x A, 进一步 由 Maxwell 方程 组 中 的 V x H = J 了 ,就 得 到 


Vx Vx A= ud. 


(11.58) 


因此 , 除了 电流 图 所 在 处 外 ， 
V x V x À = V x V x(Aseg4) = 0. 
根据 球 坐 标 系 中 的 矢量 分 析 公 式 


_ 1 O(sinüFs) OF» 1|1 ôF, O(rF,) 
xF = | 00 cle d ee 


Q1 Eun _ ei . 


sin0 da Or 


Tr 


Ər Ə0 
注意 到 A. = As(0,0) 与 $ 无 关 , 即 得 


Vx V x (Aseo) = E 8 | 1 en E 


T 


+ 00 | r sin 0 80 r ðr? 
d ; 
18 1 O(sin8A,) 18 (Aal 
r 00 = 00 | um 0. (11.59) 
4 As(r,0) = R(r)O(0), 分 离 变 量 , 可 得 
d 1 d,. 
Id(rR) A. 
= =R = 0. (11.60b) 
直接 演算 ， 可 将 这 两 个 方程 分 别 化 为 f 
1 d/. dei 1 
zin dà (ines) T (^ _ zx) 9-0, (11.612) 
d / dR _ 
dr ( x) — AR — 0. (11.61b) 


ofa. X. RR. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，2004: 246, 例 16.5. 
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考虑 到 As(r,0) 应 当 满 足 有 界 条 件 
Aer, 9)|6_o 有 界 ， Aer, 9)|, AF, B o(0)], f t, ell AF, 
A«(r, 9)|,_。 有 界 ， A; (r, 0)| — 0, ROEF, Riol — — 0, 
所 以 就 求 得 


T—00 


Xa (E) Pi (cos0), r <a, 
Aə(r,0) = 4 1 » (11.62) 
Y d (3) P} (cos 0) , r>a. 


和 均匀 带电 圆 环 的 静电 势 问 题 不 同 , 现在 不 能 通过 求 出 4s 在 轴线 上 (0 = 0 
A n) 的 特殊 值 来 定 系数 c, 和 A, 因为 在 轴线 上 显然 有 A, = 0. 为 了 定 出 c 和 d, 
可 行 的 办 法 是 先导 出 磁感应 强度 B = V x A 的 表达 式 , 特别 是 径 向 分 量 
_ 1 Ó(sin6A,) 
T sin 0 00 
的 表达 式 , 而 后 与 B 在 轴线 上 的 特殊 值 (Din B. 肯定 不 为 0) 比较 . 注意 到 
P} (cos 0) = sin gd (cos 0) = _ dP. (cos 0 (11.63) 


d(cos 0) d8 
H Legendre 方程 ， 就 能 化 得 


X335 [sin 0 P} (cos 0)] = -二 Es | = I(l + 1)Pi1(cos0). (11.64) 
所 以 
Ly alui) (Z) Picos), r«a, 
B, (r,0) = , " adu (11.65) 
SEa 1) (5) Pi (cos) , r>a. 


特别 是 , 34 0 = 0 时， 


B.(n0-4 TL (11.66) 


ST ESI (OI, r > a; 


B,(r, n) = 


13 CD'a 1) (5). r <a, 
| (11.67) 


DD i, r>a 
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同样 也 可 以 得 到 
1 之 rA! 
1 OCA.) MC) Pi (cos0) , r«a, 
Bg = —L $ = = (11.68) 
r Or 


EW (cos 0) , r>a. 


另 一 方面 , 由 Biot-Savart 定律 : 
_ Hol dl x (r-r) 
对 于 轴线 上 任意 一 点 (6= 0 R n), |r — "| = vr? + a2 为 常数 . 由 对 称 性 容易 判 
Br, 由 各 电流 元 卷 加 而 得 的 磁感应 强度 B 应 沿 0 = 0 方向, 其 大 小 为 ? 
Hol a? lz] 
| "luas 7 "3 Lem I 
这 里 添加 的 因子 |z|/z 反映 了 轴线 上 9 = 0 5 0 = = Bf e, 的 方向 正好 相反 . 为 了 
STEI, gi Legendre 多 项 式 的 生成 函数 


(11.70) 


两 端 对 z 微 商 , 并 令 z = 0, 注意 到 P, (0) = 0, 就 有 
dag = Y Pir (02, j| <1. (11.72) 
所 以 
mi lz| 之 214-1 
Or z F 2, Par Q ) (= ) ; r <a, 
Br wat = I (11.73) 
I 2142 
Hym (D). ree 
和 前 面 得 到 的 B,(r,O = 0) 及 B, " T n) 相 比 较 , 就 能 定 出 系数 
Cal=da=0, oos doi = D rb (0). 
所 以 最 后 就 求 得 
I 1 EEN ; 
Gol PENE G3 ; (3) Pan (0) Pan (cos0), r«a, 
Ay(r,0) = ° | ai (11.74) 
Zoos EENS (°) Por (0) Pi (cos 0) , r>a, 


O 详 见 文献 : AIE, KRR. 新 概念 物理 教程 :电磁 学 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，2003: 96 97. 
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EZE (11.75) 
p > =) Px (0) Da (cos0), r>a 
1-0 
Bol. 1 yry ， , 
ZEE > 21-1 (z) P21+1 (0) Parr1 (cos 0) , Tr <a, 
Dräi" Gol e. 1 q N 2142 (11.76) 
> > 2113 9 P5141 (0) Dän Leef), r>a. 
1=0 


11.4.3 环形 电流 元 的 静 磁场 
设 有 电流 元 围 成 的 圆 环 (如 图 11.1 所 示 ), 环 的 半径 为 a, 单位 宽度 上 的 电流 
为 I, 求 空间 任意 一 点 的 磁 矢 势 4 和 磁感应 强度 B. 


图 11.1 电流 元 围 成 的 圆 环 


取 球 坐标 系 ， 坐 标 原点 位 于 圆心 ， 圆 线圈 处 于 赤道 面 上 ， 电 流 方向 与 z 轴 平 
行 . 设 圆 环 高 h«a. 按 定义 , 此 电流 环 在 空间 r(r,0,9) 处 的 磁 矢 势 A 应 为 
Iadg' Ia, [T dd 
A= Th ) ne = P di d T (11.77) 
Et h 即 电流 元 的 方向 , |h| = h, r = (7,0, 9) 是 圆 环 上 的 变 点 (r! = a, 0' = n2). 
由 对 称 性 可 知 ， 磁 矢 势 A 的 大 小 一 定 与 $ 无 关 . 因此 , 在 下 面 的 计算 中 不 妨 取 固 
EË 6 —0. WBR r 5r 间 的 夹 角 为 w， 则 


Ly (D) ri (cosa), r «a, 


1 1 1=0 
_ 一 11.78 
br nl vVr2 十 ao2 一 27racosa 1 a! ( ) 
SKI Pi (cosa), r>a, 
r r 
1=0 
其 中 
cosa = cos 0 cos 0' + sin 0sin 0' cos(ó 一 GE An (11.79) 
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于 是 , 当 r <a 时 , 有 


SEH > se ) IR P; (cos o) déi (11.80) 
根据 连带 Legendre 涵 数 的 加 法 公 
l 
Pi (cos o) = P; (cos 0) P, (cos 0) + 2 5 (res (cos 0) P?" (cos 0^) cos mi 9) 
T (11.81) 
及 正 交 关系 . 
27 2n 
n cos md! sin 办 dd' = 0, f cos md cos 内 dd = A6mi, (11.82) 
0 0 


代入 0' = n/2, ó = 0, 并 考虑 到 Papi (cos 0^) = Pay: (0) = 0， 就 得 到 
A- Kl \ P: 0) P; (cos 0) = GA ) Pa (0) Pa (cos0). (11.83) 
类 似 地 , 当 > > a 时 , 也 可 以 求 得 
A= Zur OI" Pai (0) Pat (cos 0) . (11.84) 


下 面 求 磁感应 强度 B = V x A. FX h = h(cos8e, —sin6eg), 所 以 A 只 有 
r 和 4 分量 , 而 且 它 们 的 大 小 也 只 依赖 于 7 和 0. 这样, 由 矢量 分 析 公 式 即 得 


B, = (V x A), = 0, (11.85a) 

= (V x A)e = 0, (11.85b) 
ló(rAs) 19A. 

B = (Vx A= -7 (11.85c) 


代入 上 面 得 到 的 4, 就 可 以 计算 出 Bo. 23 r < a BF, 有 


Dal, e d (r? VN. rail d 
Bs = AY Pa (0) E E sin 0 Dar (cos 0) + (2) d$ [cos 0 Da (cos 0)] 


I & 2l . d 
= Dan" (=) Pa; (0) (e + 1) sin 0 P> (cos 0) + d$ [cos 0 P21 (cos d . 
mm 
d cos 0 


(21 + 1) sinG Pa (cos 0) + 号 [cos 0 Po, (cos 0)] = sin 0 + d$ 7 0, 


而 当 1 = 1,2,3,--- 时 ， 利 用 Legendre £X Dë PI (xz) = zP} (x) — 
IP, (z)， 又 可 以 直接 导出 


(21 + 1) sin 0 Pa; (cos 0) + E [cos 0 Pa; (cos 0)] = —Plj. , (cos6), 


所 以 
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I 之 2l 
B, = Di hy (7) Ps: (0) Pl, (cos 0) 
IEN 


2r 
Bol, x /r\ 2+2 1 
- ax) P242(0) Plj,,(cos0), ^ r <a. (11.86) 


类 似 地 , 当 > a 时 , 也 有 
一 Gun HE (= E ~ ) sinoPs (cos 0) 


ee 


一 ^M OCI" " Pa (0) le + 1)sin 8 Pz (cos 0) 一 = 
I < 201 dP, (cos 0) 
= EE (2) Pa (0)sin 0 le + 1)Pai (cos 0) + coso ZZ) 
- ek (^ Pai (0) sin P^, , , (cos 6) 
i-0 
- USD (5) Pa; (0) Pl, , (cos 0). (11.87) 
I=0 
这 里 用 到 了 Legendre 多 项 式 的 另 一 个 递 推 关系 
Pi (£) = £ P; (£) + (I+ 1) P: (z). (11.88) 
现在 分 析 一 下 B, 的 连续 性 . 当 a 时 , 显然 有 
EK (0) Phu i (cos), r—a-—0, 
Bs(r,0) 一 (H (11.89) 
pol Dänn P3, (cos0), Tr — aO, 
所 以 
Bolr,0)| t = EOM Pa (0) — Parsa (0)] Ph, (cos). 
再 利用 (11.49) 式 , 就 得 到 
r=a+ I, 4l - 3 
Be(r,0) ma = D 2» QU 1) GI DUTA Däi (0) Par: (cos 6) 


= SH —n/2). (11.90) 
所 以 除 9 = n/2 5h. Bo YE r = a 的 球面 上 是 处 处 连续 的 . 上 面 的 最 后 一 步 可 以 通 
过 将 8(9 — 7/2) 按 本 征 函 数组 {Pl (x) , ! = 1,2,3,…} 展开 而 直接 验证 . 
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812.1 Legendre 多 项 式 的 求 和 公式 


12.1.1 Legendre 多 项 式 的 Christoffel 求 和 公式 
推导 Christoffel 求 和 公式 的 出 发 点 是 Legendre 多 项 式 的 递 推 关 系 


(21 -- 1) z P(x) = (I+ 1) Pix (2) + 1P,_1(z). (12.1) 
将 (12.1) 式 两 端 同 乘 以 Pi(y), 有 

(21 + 1)zPi(z) Pi(y) = (L + 1) Pri (z) Pily) - (Pr (z) Pily). (12.22) 
再 将 变量 z, y Hf XA 

(21 + 1) y Pi(z) Pi(y) = (I+ 1) Pria (y) P,(z) + IP, a (y) Pi(). (12.2b) 
两 式 相 减 , 得 


(214-1) (z — y) P,(z) Pi (u) 
= (14-1) [Pi+1 (£) Pi(y) — Pi+i (y) P, (z)] — (pute) P11(y) — Pi(y) Pci Gil, 


(12.3) 
注意 如 果 令 
n=l, ` m(z,vy) = P,(z) Pi, (y) - Pily) Paz), 
则 (12.3) 式 可 改写 为 
(20 + 1)(z — y)Pi(z) Pi(y) = itiga (£, y) — maia y). (12.3) 


于 是 , 对 ! 求 和 , 就 得 到 Legendre 多 项 式 的 Christoffel (第 一 ) 求 和 公式 


n 

KR 21 - 1) Pi(zx) Pily) = 

=0 "H: 
1 


Ge y ^In-1 Sn-1(2, y) 一 Yo go(z, y)] 


x S [Pnt (z) Ps (y) — Poi (u) P, (z)]. (12.4) 


— iz, v)] 


EN 
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上 面 出 现 的 
go(z, y) = Po(z) P-1(y) — Po(y) P-i1(x) 
项 ， 来 源 于 在 递 推 关系 (12.1) PRA ! = 0. 就 Legendre 多 项 式 而 言 ， 因 为 
P_,-i(z) = Pi(z)， 所 以 即使 出 现 了 负 整 数 阶 Legendre 多 项 式 ， 可 以 发 现 此 递 推 
关系 仍然 成 立 , 并 且 能 够 导出 
go(z, y) = Po(z) P—ı (y) — Po(y) P _ (z) = 0. 


作为 求 和 公式 (12.4) 的 特殊 情形 , 还 可 以 令 y — z, WE 


Y QU + DP) = m+ 1) [Pha (z)P,,(z) — Poi (2) P^(2)] (12.52) 
i0 


= m+1Í [P,,G)]” [P 1 (2)]) 
+ (n+1)z[Pn(z) P (z) — Pnt (z) Di teil. (12.5b) 
wr 讨论 ”以 上 的 推导 过 程 可 归纳 为 下 列 一 般 步 骤 : 
l. 列 出 ( 相 邻 三 个 ) 相关 特殊 函数 uu (z) 的 递 推 关系 
ou (z) ulz) + Bi(z)ui(z) = via CEET (12.62) 
3X, 
oz) ui(z) + Bi (z)ur(z) = vaa ura (Z) m uta (2). (12.6b) 


au(z) 与 Bz) TRÈ z 的 函数 (Ple, Z z 的 一 次 或 二 次 函数 )， 也 可 以 是 常 系数 . 
在 多 数 情 况 下 ,它们 之 中 只 有 一 个 不 为 0. 
2. 将 (12.6a) AA 3S 5] E YA uly), PP 


ox (x) uz) uy) + B(x) u(x) uy) = maa uia (x) (y) + mail uy), (02.78) 
或 者 将 (12.6b) RAW F] Xe vA uj (y), We 
ou(z) w(x) uly) + bila) uz) u(y) = va ua (2) ut (y) + m wle) wily). (12.7b) 
3. 将 (12.72) 或 (12.7b) 式 中 的 变量 z. y 互 换 ， 而 后 与 原 式 相 减 ， 于 是 有 


[es(z) — ou(y)] ulz) uly) + [B () ut (x) (y) — BY) ui(y) uz)] 
= ta gi (x, y) — m Jı (T, v) (12.82) 
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Jore) u(x) ut(y) — oly) uly) wall + lët) — &i(x)]ut Lei u u! (u)] 
= a bunt, y) — m hilz, y), (12.8b) 
其 中 
ole, ul = uz) wily) — uly) ur— 1 (z), 
hi(z,y) = uj(z) uj 1(y) — uly) ui 1 (az). 
4. Xp 1 Rf, 即 得 Christoffel 求 和 公式 
> Joie — o«()] wiel uy) + 3 ` (Aii) ut) uly) — A) ul (u) ulz)] 
l=0 I=0 


= ^44 8n41(2. y) — Yo go(z, y) (12.92) 


>  lai(z)ui(z) uly) — oy) (y) ut(z)] + ` [Bi(z) — B] utm) u siet! 
I=0 


lI 
° 


= Yn+1 n41 (2, Y) — Yo kolz, y). (12.9b) 


这 里 的 求 和 ， 涉 及 1 = 0 项 ， 前 提 是 : (1) 等 式 左 端 有 意义 ， 即 ao 5 Bo 为 有 限 
值 ; (2) Yo 及 go(z,y), ho(z,y) 有 意义 ， 包 括 递 推 关系 (12.62) 与 (12.6b) 也 能 适用 
于 【= 0. 和 否则 上 面 的 求 和 公式 就 应 当 不 包含 1 二 0 项. 

从 特殊 函数 的 相关 递 推 关系 (需要 而 且 只 需要 符合 (12.6) 式 的 要 求 ) HA, $ 
照 这 样 的 办 法 ， 就 能 得 到 相应 的 求 和 公式 ， 
12.1.2 Legendre 多 项 式 的 其 他 求 和 公式 

Legendre 多 项 式 还 有 其 他 一 些 递 推 关系 , 例如 


(2 4- 1) zPK(x) = LPi (z) + (+ 1) PIG), (12.10) 
Pi(z) = Pipi (z) — 2z P, (z) + Pt a (2), (12.11) 
(21 + 1) P,(z) = Pi, (z) — Pra), (12.12) 
o 5 (z2 — 1) PI(z) = Pus (2) P (z), (12.13) 


也 都 可 以 用 来 推导 相应 的 求 和 公式 . 这 里 需要 说 明 , 通常 标明 递 推 关 系 (12.10) 一 
(12.13) 的 成 立 条 件 是 1 = 1,2,3,…, 但 由 于 P La(z) = P,(z), 所 以 实际 上 可 以 去 
掉 ! 为 正 整 数 这 一 限制 . 对 于 任意 (整数 ， 包括 负 整 数 ) 次 Legendre EHR, ixi 
递 推 关系 均 成 立 . 
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首先 考察 (12.10) XX. 它 还 不 符合 (12.6) 式 的 形式 . 但 是 , 可 以 看 出 11/17 = 
(+ 1). 因此 , 若 规定 = 1, 就 能 定 出 


Tk+1 _ 
YY+1 一 (ES SES 


这 就 告诉 我 们 , 应 当 将 递 推 关系 (12.10) 式 的 两 端 同 除 以 1(l 十 1), 


ESAE = Pra (z) + CH (12.10”) 
从 而 符合 (12.6) 式 的 要 求 . 现在 ,两 端 同 乘 以 Pi(y): 
ipia; POPO = THE Elei iG) PR Däin 
再 将 变量 o, y 互 换 : 
E PIG) PIG) ze Phra(W) Pls) +F P0) Pie). 02245) 
(12.14a) 与 (12.14b) 两 式 相 减 , 得 
iix (€ PIG) PG) = — Piae) PG) ~ EE 
- HPK z) PL a (y) — Pi(y) PL.1(2)]. (12.15) 
最 后 对 1 求 和 , 就 得 到 Legendre 多 项 式 的 另 一 个 求 和 公式 ， 
Sa + D Pi(z) Pi(y) = nl Parr) PRO — Pasi) Pad Qu) 
取 极限 y — 也 能 求 得 (2.16) 式 的 特殊 情形 : 
GE are PIG = zb GPL) - Pha) Sit, ` Q2179) 


更 可 以 进一步 利用 Legendre 方程 化 简 , 得 


^ 241 Steil? = 1 
4 (L+ 1) Li 


再 来 考察 递 推 关 系 (12.11). 不 妨 改写 成 


Pi(z) + 2z Pi(z) = Pi ,,(z)+ Pi_, (z), (12.11”) 


[n P4 (z) Ph 41 (z) — (n +2) P} (z) Ban i (z)]. (12.17b) 
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这 里 y md. 它 已 经 符合 (12.6) 式 的 要 求 , 所 以 , 两 端 同 乘 以 Pi(y), 可 得 
Pi(z) Pily) +22 P,(z)P,(u) = Pii (2) Pilu) + P Lei Pia, 
然后 将 变量 r, y PRS, 即 
Pi(y) Pi(z) + 2y Pi(y) Pi(z) = Pra (y) Pi(z) + Pal Dia) 


再 两 式 相 减 , 并 对 求 和 ， 就 得 到 


y [Pi Pi) — Pai iG] + 2(z — y) > PiE) Pil) 


t=0 t=0 
=P, (z) PG) — Pai D P5), (12.18a) 


或 者 写成 


y; Pi(z) il - PG)PÍG) | S prc prc 


Ty 1-0 
— Pha (z) Phy) 7 Pa (y) Pn (7) 
z 
的 特殊 情形 , 同样 可 以 令 y — z, 于 是 就 有 


. (12.18b) 


作为 


D} 


M- 


[sa — a?) [P(2)]? — 2x P,(z) Pi(z) + I(l + 1) [Pi (^) 
i 


lI 
o 


= n(n +1)P,(z)Pr# (z) — (n + 1)(n + 2) P (z) Pa +1(z). (12.19) 


对 于 递 推 关 系 (12.12)， 因 为 y/n = —1, 所 以 可 取 y = (-1)!. 于 是 ， 就 应 
当 将 (12.12) 式 改写 为 


(—1) (21 + 1) P(z) = (7-1) * 1 Pr (x) + (71) P1. (2). (12.12/) 
仿照 上 面 的 步骤 ,两 端 同 乘 以 Pi(y): 
(—1) (21 + 1) Pi(z) Pi(y) = (71) Pi I (z)P,(u) + (ATP I (z) Pi, 
将 >z, y H je. 
(71)? QI + 1) Pi(y) Pi(2) = (71) Pj (y) Pi(z) + (—1)'PI I (y) Pi(z), 


两 式 相 减 , 再 对 求 和 , 就 得 到 Legendre 多 项 式 的 又 一 个 求 和 公式 : 
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5 Lu + Pal Pr) - P) Pi 


= Php (2) Pa (Y) — Pa (u) P, (z). (12.20) 


它 在 y 一 z 的 特殊 形式 是 


Sum Ti lt — [PG ~ 22 PG) Pi(z) + 1( + [P] ) 


1=0 
= n(n + 1)P,(z)P# (z) — (n + 1)(n + 2) P7, (z) Pa+4 (x). (12.21) 


至 于 递 推 关 系 (12.13), 也 可 以 类 似 地 导出 


SD AEL | e: DP) Puy) - G? — PIG) PG) 
I=1 


(+1) 
= (—1)" [Pay (2) Pn(y) — Pn(z) Poi (y)] — (z — v) (12.22) 
及 其 特殊 情形 
au Cay ra 31 LS muer? rea)? 
Dener o gryg P + Pe?) 
= C1 [Pa (2) P, (z) - PG) Pus (2)] - 1. (12.23) 


12.1.3 第 二 类 Legendre 函数 Qi(z) 的 求 和 公式 
因为 第 二 类 Legendre 函数 Qi(z) 与 Legendre 多 项 式 Pi(x) 有 相同 形式 的 递 推 
关系 : 


(A 4- 1) z Qile) = (I+ 1) Qua (z) + LQi i (2), (12.24) 
(21 1) zQr(z) = Qr (2) + (I+ 1) Qa (2), (12.25) 
Qi(z) = Qi (z) — 2z Qi(z) + Qi (z), (12.26) 
( 


(21 1) Q(z) = Qua (2) — Qi- (z), 12.27) 
TEST (z? — 1) Qi(z) = Qua (£) - Qi (2), (12.28) 


所 以 上 面 得 到 的 关于 P(x) 的 求 和 公式 原则 上 也 都 可 以 移植 到 Qi(z) 上 , 但 有 下 列 
两 点 不 同 : 
(1) Qi(z) 的 具体 表达 式 不 同 于 Pi(z)， 例 如 
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r, 1+z / 1 
= _ = `] . 
Qi) = ln h Ql) = glni— t tr 


因此 求 和 公式 中 涉及 yo go(z,u) R y a (o, y) 时 需 作 相应 修改 . 
(2) 递 推 关 系 (12.24) — (12.27) 只 对 于 正 整 数 次 第 二 类 Legendre 函数 才 成 立 . 
换言之 , (12.24) 一 (12.27) 诸 式 在 l= 0 时 并 不 成 立 , 而 需 代 之 以 


z Qo(z) = Qi(z)+1, (12.24') 
z Q (z) = — (12.25/) 


zi 
RES, (12.28) 式 也 只 在 ! = 1,2,3,… 才 成 立 , 对 于 ! = 0 的 情形 , 正确 的 关系 式 是 


Qo(z) = Qi (2) - Ze Oil + —— 


= (12.28) 


Qo(z) = Qi (z) - —: (12.28") 


采用 与 上 面 类 似 的 步骤 ,就 能 得 到 关于 Qi(z) 的 求 和 公式 . 结果 有 : 


Y (20+1 Q, (z) Qi) 
I=0 
= E OaE) aU) - Q6) Qs] - 5 zz (In 1). 
(12.29) 
Y gri; Qiz) Qi) 
[-1 
— 1 Q. (z) Qn (Y) — Qn D) Qn (z) 
n+l r—y 
1 1 1 Liz 1 l+; 1 
-3r y Wee dd  (1—z2)(1-—1⁄2) (12.30) 
1=0 I=0 
_ Qi (z) Qs (y) — Q, (V) Q; (z) 1 
= zy + (1—z2)G y) (12.31) 
SCH + 1) Q. (z) San 一 d Q;(x) 
t=0 
/in Qi (2) Qi) - Qaa i Qn (z) _ 1 
= (-1) zy (1—33)0— Bj" (12.32) 


D 这 里 并 未 讨论 (12.28) AE 1 = 0 时 的 替代 公式 , 因为 下 面 的 求 和 不 涉及 1 = 0 项 . 
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Y 20-1 (z? - 1)Q,(z)Q,(g) — G? — DQ) Qi) 
2-( +1) z—y ' 


= (1)" Qe (z) Qn (y) 7 Qa (z) Qni (v) 


{=1 


. r—1⁄ 
1, 1+z Lin 1 1 Liz 1+y 
EE (12.33) 
也 可 以 讨论 这 些 公式 在 y o o 时 的 极限 情形 : 
3 @L + D[Qi(2)]° 
I=0 
= (n + 1) [Qs (2) Qal) = Geen (eigtl! - 1-5 
= (n+ Y? { [Q,(z)] + [Qu i (2)]”) 
+ (n 1) «[Qs(2) Q (a) - Quei (2) Gas — — (12.34) 
T 2141 , 
> m LD (1-2?) [at] 
= [nQ,,(z) QI (z) — (2) Qa (2) QA (2)] 
y {3(1-2?) [Qia]? - Q,(z) [sti - I(+1)Q,(2)]) 
(=0 
= [Mn+ Q«(2) Qa (z) - n+)(n+2) Qs (2) gell + a, (2.36) 
> tal —z2) [Qt] — Qla) [2z QE) — I(+1)Q,(z)]] 
I=0 
= (“D"|n(n+1)Q,(z) Q, (2) ~ (n+1)(n+2) Q. (z) Qua (2) 
+ ES? (12.37) 
n — pà 
Lever r5 to + tac) 
=CD"[Q.G)Qi (2) - Geleet - (Fn? FEZ el (12.38) 


12.1.4 Pi(z) 与 Qa) 组 成 的 混合 型 求 和 公式 
也 正 因为 Pi(z) 与 Qi(z) 递 推 关 系 形式 完全 相同 , 所 以 还 可 以 导出 由 它们 组 成 
的 混合 型 求 和 公式 . 


812.1 Legendre 多 项 式 的 求 和 公式 317 


例如 , 将 (12.1) RFEA Ota, 将 (12.24) 式 中 的 变量 z oho, ARA Pic), 
而 后 两 式 相 减 ， 并 求 和 , 就 得 到 Christoffel (第 二 ) 求 和 公式 


Y (2 二 1)Pr(z)Qr( 
i-0 
- I - {1 - m+ 1) [Pas (2) Qa(y) - Pa (2) Q. (9)] - (12.39) 
在 得 到 这 个 结果 时 ， 需 要 用 到 递 推 关系 (12.24) YE 1 = 0 时 的 替代 形式 (12.24). 
类 似 地 , 将 递 推 关 系 (12.10) 一 (12.13) 与 (12.25) 一 (12.28) 对 应 地 组 合 起 来 ， 
也 能 得 到 


2. 2l 
$5 2*1 pr) Qi(y) 
1-1 


(L1) 

_ L We _ I | (12.40) 
> län io, 23 qig 

_ Fari) Qu) PRC) Qan) | (12.41) 
GÉIE + 1)[Pi(z) Qiu) — Pi) QJ] 
x =P (z) QL) PRE) Qa). (12.42) 


DD el Pie Q) - (t lp) 


TY n IM e (12.43) 


= CU [P«(2) Q. (9) ` Pai) Q. )] Zi 1n L7 


相应 地 ,公式 (12.39) — (12.41) Æ y > z 时 的 极限 形式 为 
Y (21+1) Pi(z) Qi(z) 
1-0 
= (n+1)2 Ip, (z) Oe (z) + Patz) Qs (x)] 
+ (n 1)z [Ps (z) Qj (z) + P, (2) Q, i (z)|, (12.44) 


> T (1-2?) Pi(z) Qi(z) = n Phy (z) Q,(z) — (n+2) Pa (2) Qhi (z), (12.45) 


3 [3(1 — z?) Pi(z) Qi(z) — 2z P,(z) Qi(z) + UL + 1) P,(z) Q,(z)] 


318 第 十 二 章 Sep Christoffel 型 求 和 公式 


= [n(n + 1) Pz44(2) Q«(z) — (n + 1)(n + 2) P; (z) Qui (2)] 


— (n 4-1) P, (12.46) 
在 导出 (12.45) 与 (12.46) 式 时 用 到 了 ( 见 第 九 章 (9.17) sÑ) 
P (z) Qi (z) = P (z) Q (z) = TS. 


对 于 (12.42) 与 (12.43) 式 , FARS y = z， 则 因为 
Pi(z) Q(z) 
Pi(z) Qi(x) 
导出 的 结果 将 只 是 初等 数学 意义 下 的 恒等式 . 所 以 , 这 时 应 当 将 此 二 式 同 除 以 z-y 
后 再 取 极 限 , 因而 有 


n 


> CDA + 1)[(1 — 2?) Pile) Qile) — 2zP,(z)Qi(z) + I+ 1)P,(z) Q,(z)] 


I=0 


_ 1 
 1-—z2 


Pi(z) Qi(z) — Pi(z) Quz) = 


= (n + DÈ [Php E) Qala) - enr Quuo]-; Lu). (1247) 


Denen Poa + y PH) qo) 
= CA^ [Pa (2) Qi (2) -Puta(z)qQhtz)] Za (12.48) 


12.1.5 P,(z) 5 Qi(z) 的 另 一 种 求 和 公式 

从 特殊 函数 w(z) 的 递 推 关系 (12.6a) 或 (12.6b) 出 发 ， 还 能 得 到 另 一 种 求 
和 公式 . 这 只 需 将 (12.6a) 式 两 端 同 乘 以 (-1)'u(z)， 或 将 (12.6b) 式 两 端 同 乘 以 
(-1)'uj(z), 而 后 求 和 即 可 . 得 到 的 求 和 公式 为 


n 


> (—l)'[ei(z) ulz) + B((z)ut(z)]ui(z) 


t=0 


= (-U" vaa a+ 1 (T) un(x) + Yo uo(z)u_i(z) (12.49a) 


> ICD [ox(2) ule) + ñ(z)ul(z)]u(z) 


l=0 


= (71) Man A (z) u,,(z) + An uo (7) u (2). (12.49b) 


例如 , 由 递 推 关 系 (12.1) 出 发 , 按照 上 面 的 办 法 , 就 可 以 导出 
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KSE p, (z) P, (z). (12.50) 


i=0 


其 实 ， 因 为 Legendre 多 项 式 具 有 奇偶 性 , Pi (—z) = (—1)!P, (z), 在 (12.4) 式 中 代 


A y= 一 zx 也 能 导出 此 公式 . 
类 似 地 , 根据 递 推 关 系 (12.10) 一 (12.13), 也 有 


2 P, P, Ra 
Ee [Pi(z)] 一 -— (z) ` +1( ) 


> (QL + 1) P(z) Pi(z) = Pa(z) Pan (2), 


> ATI (a?) Eil iii = z — Pall Pay (2). 


对 于 第 二 类 Legendre 函数 ， 同 样 有 类 似 的 结果 : 


F2 + 1)[Q.(z)]” = c1)» 


I=0 


Q. (z) Qn (£) + ES In 


n 


Y CD's atr 
i-1 


— C3 Qi) Quas (2) | 1 1 1 l 
( 


n+1 z 1—z2)2 + 2r i-z? "l-r | 


n 


SC! Qile) Q((z) + 2z X61) [Qie]? 


I=0 I=0 


= (CQ; (z) Q (z) 一 eer 


Y GI +1)Q,(z)Qi(z) = Q(z) Qu) 一 
I=0 


Dena el ey! + m5. (ate D 


I=1 


1+z 


= Ulli Q (2) = Olne = F 1n? 


Mq nec) 


z l-r 1, 1+z 
= Q«(z) Qn — = 1n2 = . 
Gallen T +y s 


Y (—1)” Pi(z) [Pi(z) + Ze Pi(z)] = P^ (x) P+. I (2), 


n+l 1 1+z 


1 


l-z 1-z?' 


(12.51) 


(12.52) 


(12.53) 


(12.54) 


(12.55) 


(12.56) 


(12.57) 


(12.58) 


(12.59) 


(12.60) 
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稍 作 变化 , 也 能 得 到 混合 型 的 求 和 公式 ; 


Y (—1)'(21+1)P,(z) Qi) 


I=0 


= (C II [Ps 2) Qus (2) +P, (2) Q,(2)] + =, (12.61) 
Yom Pi(z) QI) 
EE 269) 
GEN [P,(z) Oral + Pile) Qua] + Y Citi) Qi) 
x = (EDP [Ph ) Qua) + Pr, a (z) QA (z), (12.63) 


Y Ql 1)[P,(z) Qile) + Pi(z)Q,(z)] = P5 (x) QQ (2) + Pha (z) Qa (z), (12.64) 


Y pene - [no qo) + Pr) Qi] 
l+“ 


= [Ps(z) Qui (2) + Pai (z) Q, (z)] — 7 In — 


最 后 或 许 值得 提 到 , 上 面 导 出 的 这 些 求 和 公式 , 除了 (12.4) 及 (12.39) 二 式 外 ， 
笔者 在 几 本 主要 专著 和 工具 书 中 都 没有 检索 到 . 


12.1.6 n 一 oo 的 极限 情形 

以 上 得 到 的 求 和 公式 ， 可 以 看 成 相应 无 穷 级 数 的 部 分 和 . 在 部 分 和 序列 收敛 
的 条 件 下 ， 就 可 以 求 得 相应 无 穷 级 数 的 和 . 这 时 需要 用 到 Legendre 函数 P,(z) 及 
Q, (z) 的 渐 近 表达 式 : 


+1. (12.65) 


P, (cos) = 


tc 


; 0«ex0xm-e, 
0 + ]«o(v79), 0«ex0üxm-e, 


swe Nyo 
D 


7 
4 
D 
4 


- 
Q, (cos 0) = 2v sing os [+ 


P; (cos 0) = 元 SS sin IO 一 =] + o(v=™?) 0<ze<0<m-=e, 
Q. (eos0) = V Ze sin [+ 2) + 了 | Our), Westen 


容易 判断 , 在 -1<z<1 的 条 件 下 , 34 n oo 时 , (12.22), (12.33), (12.43), (12.54), 
(12.60) 及 (12.65) 诸 式 的 极限 存在 ， 从 而 我 们 可 以 得 到 
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S~ 1) 21 (z?—1)Pr(z) Pi(y) - (? — Pt) P, (z) 


TEST zy = 1, (12.66a) 
l=1 
` _1 2141 Lei UO Lech Qly) — (? - DQ; ly) Q (z) 
» d "5 r—y ' 
1, 1+z ley 1 1 1+z (2 ley 

= In — "toz dee Sei (12.67a) 
one 72) Pie) Qu) - (L—12)P,(z) Qu) 
l=1 

_ -— mi +1, (12.68) 
D ES "" 

. > Deeg (1—z2) P,(z)P,(z) = z, (12.69) 
> TEST Lei sl Git) = -F In Dc Dt jm ius (12.70) 
l=1 
Y TEST Lef 1) [Pi(z) Oil + Pi (z) Q,(z)] = — In DI +1 —— (1271) 
t=1 


更 进一步 , 还 可 以 在 (12.66a) 和 (12.67a) 两 式 中 取 极 限 y 一 z, 所 得 结果 为 


Lisa dead ++) [Pi(2)]2) = 1, (12.66b) 


rel EE SEI SEN, = z ESCH — . (12.675) 


l-r z2 


812.2 ”连带 Legendre 函数 的 求 和 公式 
对 于 一 般 的 连带 Legendre 函数 ,也 有 类 似 的 其 递 推 关 系 , 例如 


(2u+1)zP#(z) = (v—u--1) P^, (2) + (v--u) PË (2), (12.72) 
(2v -1) V 1-2? Pu 1(z) = —P^ , (x) P^. I (z), (12.73) 
(+ DG - 22) PED — 2) - v(v- p4-1)P* el + (v1) v1) P^ el, (12.74) 
(Gr 4-1) /1— 22 Ph*! (a 

= (一 由 (一 au. (十 AZ 十 WA 十 1I) P7. (2), (12.75) 


— Aur P#(z) = V1—z2 PEt (x) + (v- 2-1) (v-- p) V 1—x2 P^! (a), (12.76) 
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P" (z) — z P#(z) = (v-u4-1) /1—z2 P^-! (z), (12.77) 
z P^(z) — PE, (z) = (v+u) V1—z2 P^- (a), (12.78) 
(v-u+1) z PË, (£) — (v--u4-1) P#(z) = V1—z2PE+T1(z) (12.79) 
(vA) PA(z) — (v+u) z Pj (z) = V1—z2 PETI (2). (12.80) 


可 以 预期 从 这 些 递 推 关系 出 发 , 也 将 能 得 到 相应 的 求 和 公式 . 例如 , 对 于 递 推 关 
系 (12.72), 首先 需要 将 它 改 写 为 
T (v+k-u+1) 
THETATI) Pee 
| T(v+k-u+2) p^ 


(2v--2k--1) (z) 


T (v+k—-u+1) 


 T(u+k+nu+1) Sech T (v+k+u) Pre- (e), (12.72) 
再 重复 $1211 中 的 做 法 , 就 有 
us T (v--k— A+D p 
2 vient Ee ve) Pha (9) 
E r (v--n—u-2) PS anat ) Py A (u) — Pre, a (z) Pytnti(g) 
` T(u+n+u+1) z—y 
_ '(v-u41) PZ(z) PT (u) — Pe (z) PL (y) 
Tv) zy . (12.81) 


类 似 地 ， 由 (12.73) 一 (12.75) 式 , 也 能 得 到 
Do 1) (2v--2k-4-1) Li: z2 P^ iz) PL) - VIZA PE G) Pea) 


= Uer, (2) Pus) — Pall Pia 
- [PE(z) PE d - PS (z) Fil (12.82) 


325 2v-2k41 — D(vkk—-p41) 


= (u+k)(u+k+1) T (v+k+u+1) 


dP^ dP^ 
x [a5 Thal pe, tu) = (1) P (e) Tee) 
CI! D(v+n-u+2) 
 u+n+l DT (u+n+u+1) 


1 l'(v-p-1) [pa P , 
^v T(e+) OG Pj a(y) — Pv-_1(7) Sc, (12.83) 


[PE aa (z) Pla 7 Pall Pisa) 
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Y k 2v4-2k4-1 eren 
(v-k— p)(v--k--u4-1) [T (u +k+u+1) 


x |VI 22 PEG) PE. 9) - VI PE , (z) Pit 


= (y vctn—gucl É Ke 
8 v+n+u+1 |T (v+n+u+1) 


k=0 


x [Pint (z) Phu) 7 PE, (z) PË, aT O)| 


+ m" reca] eil P.) - Pla G) PEG). (12.84) 


至 于 (12.76) Ñ, 则 应 当 将 /改写 为 ue ks, BD 


—2(u +k) x PA (a) = PH+k+1(z) + (v-u-k+1)(v+u+k) Pu+k-1(z), 
由 此 导出 的 求 和 公式 为 
£ us (v —u—k41) " u 
(LA =) 人 et )T Pe pE) PE) 


NEE Su 
` T(u+n+n+1) 


l'(v-2*2) oui, pu B pui 
T [P (z) PZ(y) — PP (z) P7 w]. (12.85) 


对 于 递 推 关 系 (12.77) 与 (12.78), 应 当 分 别 将 此 二 式 中 的 -1 或 v1 5A v. 并 
消去 P&(z)， 从 而 得 到 


Wel 
SUE 


Tn (z) Prinz) (y) - poten (z) petn ail 


ECH De - Pha(z)| = (v-u+2) P71 G) + (+n —1) PHTI (2). 


再 将 u 改写 为 uti 进而 将 上 式 改 写成 
T(u+k— ka 1 
a Zx = Pih- dal" Pa) 
T (vtk-y+2) pu T (v--k—p4 1) 
= F(v-ktp-1) Pptr+ (2) + TUrkrn) kk) 


(12.862) 


(7 (Ek Art UP, ua) + (v+k+u) PL a) 
= CD xg [Peta + CD" PER G)]- (12.86b) 
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由 (12.86a) 式 能 够 得 到 


Y pene {| Es | 
一 eebe Paul: A= a (x) PATI a) ) 
"Um o saa) PE, 0) — PP, GPL T (m 
g EATE [Pi (2) pt (y) PC (2) P^(z)]. (12.87) 


而 由 (12.86b) 3X, WA 


> C 1) a i) Es ne 2) Pue ) Ea Praes) tio) 


k=0 


t GrH) [rs PET Pa a9) ` Pater) 


LCD Am A Pia (e) Phen l) = Phala) Phata (O)| 
[PE (a) PEt O) - PHH) PE? ()]. (12.88) 


Mi 
t 
LA 


1—-y 
同样 , 将 (12.79) 5 (12.80) 式 联 立 , 消去 P&(z)， 则 得 
(一 由 (2 一 ADJZPzHai(zZ) — (+u) +u+1)z Py_1(7) 
= (v—p)y 1—2? PH} (z) + (u+u+1)V1—z2 Ptti(z), 
更 进一步 改写 成 


lT(vrk—-u42) z u 
T (v+k+u+2) /1—z2 “t+ 


T (v+k-u) z 


C) — FOFRTp) Vicar EN 


D(vtk-utl) pua T (v+k-u) m 
Serge? Fuka Py 12. 
T (v+k+u+2) vn) ecee Seen van) (12.898) 
或 

工 (z 十 天 一 4 十 1) 1 1 1 1 

k —— p^t DI 
CU p Le Pyra (z) + vok-u ao) 
CLL TO DV e ps ij 
v+k+u+1 |T (v+k+u+1)| /1-—z2 “trt! 


gir k- d all z " 
— P , 12.89b 
*CD v+k+u |T (v+k+u4)] VI 一 z2 Se ( ) 
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也 能 得 到 两 个 和 式 : 


n (u+k GI z +1 y 41 
LAU len DÉI P^ _ pu pr 
lren lä vki (T) Por (9) Reg vA (X) Py iQ) 
I (v+k- D(vtk-u) nul y pl m 

T'(u+k+u) = V1-az? P 1(2) Pik) 一 A rt ) P? a (v) 
.OTl(vtn-gutl) A1) pi pl "E "n 
— T(v-nru42) P vint+1(T) PIU )- PI) DECH 
l'(v-u) 1 i 
LLLA P peti p^* _ pu+ pu+1 12. 
| SREL Erd (z) PZ w], (12.90) 
Y retka] 
pmr T (v+k+u+1) 


1 z 
— p^ PA+1 p^ p^ 
x Cues | Dä v+k(T) Daki) A= MCA vx) 


1 E _ y 1 
— p^ p^ — peti z) PË 
_ (-1 六 2 十 了 一 及 十 工 SES 
DU T (u+n+u+1) 


Rd i Lis Pa (9) ` Pha) Pall 


— Pra) PHO) ~ Ph) PIG). 
(12.91) 


对 于 第 二 类 连带 Legendre 函数 Qu(z), 因为 它们 的 递 推 关系 形式 与 Pu(z) 完 
全 相同 , 所 以 重复 上 面 的 讨论 ,也 应 当 有 下 列 求 和 公式 ; 


us T (v-k-p41) 

2 v2) T(vrkinil) vx (Z) QU v) 

_ l'(v*n-p*2) vindi (2) Qo.) — Qo (z) HE T (Y) 

~ l(vontp41) r—y 

| T (e—n+1) QE) Qi- (y) - Qo I (z) Qu) 
TG "EP (12.92) 

Y 1)*(2v4-2k4-1) Dep z? Q^ (2) OD, lä — VI~ Qo) QE ) 
k=0 


rell tee) - Qa) ill 
- [Q9 Q in) - Qala) QE)|, (12.93) 
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2u+2k+1 T(v+k-u+1) 
2 CD B+ HD TUER uH) 
dQ“ (z do^ 
x 2 — Lk (U) 一 (1—12) SIE zd 
(-1)^*! T (v-n-u*2) 


= vinil T(v*n4p41) [NO Qura (U) 一 Qha (z) On all 


1 T'(u—u+1) u u " 
-v rur (Qao) - Q. (z) Qf), (12.94) 


us k 2v--2k--1 Feel 
>C (v+k-u)(v+k+u+1) [T (v kt- n4 1) 

x JI z2 Qc) Q5.) ~ Vi QE (e) QE) 
= (-1)” v+n—u+1 Ë "— 
E v+n+u+1 |T (v+n+u+1) 
x [Qua 0) Qs Q) = One QU, a (9) 
Z1 (ul 


v+u |T (v+u) 


k=0 


Q7) Qu (u) — Qr- (z) QË (g) (12.95) 
|l | 


v—pu—k41) 


Gs = Z |+ asuy aN 


(v-u-n+1 CAKO) ) QEHOH (y) — QietmH (a ECH 


l(v-u-7nt1) 

SCH 

BM (7 一 人 十 2) | 
T (w+) 

Z T (v+k-u+1) 


OC" (2) QC) — ceu] (12.96) 


Agata FR e) qti ,e| 


u+1 


= [Ae z) QA (v) _ Joana WE QL. (|) 


T (vt-n—-p42) Or D D 
"rona ail z) Q7 sy) 一 alt) Qs) 


IT (u—nu+1) " u , 
-To JO (z) Q7 (u) - Qu (2) Qk(z)|, (12.97) 


DV {rd Es atti) ass 00- 73 QË, It) att) 


k=0 


+ (+k-+p) | eg AG) Qaa) FE nal) Qr) ) 
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= (-1 


[Qi 0) quia) - Q6 Qs) 
— [Qt 0) gtt - 25:6) r0). (12.98) 


z 
+ 
V1 一 22 


n r k 2 
ältere emgoen 


k=0 


- [ieu ta attin attico ota ll 
- MN [QE a G) QE) 一 QQ 
- SEH OC" () Ota - te) Ott, (12.99) 
Ed 


1 
x un nz = a Xn An) 5 Qata (z )Q +) 
1 
* ong | ya ha (Qu wi legt eigtl 
_ Cape petao] 
u v+n+u+1 |T (v+n+u+1) 


aaay Ù en (Z) H ua (Y) - Qo LEI Qs) 
u T (v—-pg) z 
Wes ES Vici lt. 


z) OCI! — Qi) Oil, 


(12.100) 


与 此 同时 , 还 应 当 有 混合 型 求 和 公式 : 


LT (v+k—-u+1) 


> ov+ak+DT ETA 


k=0 


Pe | (z z) QV (2) 


_ I (v-n- 2) Bill — P 
T (v+n+u+1) r—y 
) 


| T(v-u&1) PZ(z) Q2 (y) — Pz (z Qi) 


MC: ) QU indi (y) 


Ce GE (12.101) 


(- 1)*(2v+2k+1)| VI- —z2 P^ (a) QA) - VIZ PE (z) QETO) 


e 


[d 
! 
° 


= CO" [Ph nya (2) Qin) - Plein (| 
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- [Pë (æ) Q0) - PL.) Qe]. (12.102) 


Y y 2v+2k+1 — l(va-k—pgu-41) 


= Mon u+k+1) T (u+k+nu+1) 


x IO Prelo) vaa) 一 (1-9?) P] (z) rut] 


n+l 
= C EHET [Phase Qa, 0) ` PE.) Q5] 
Luxi 
v T(u+u) 
Su 2v4-2k4-1 p= enar 
"ct u)(v+k+u+1) LT (vk i41) 


[PZ(2) o ai — PL.) Op) (12.103) 


k=0 
x [v 1 一 2 PA z) Q7 a) V 1 一 1⁄2 MC Io" ml 


v+n—u+1 [T — 
v+n+u+1 |T (u+n+u+1) 


x Ier, (z) QL (y) — Dn (z) H an ()] 


= (-1)" 


+ SE EI Pro SICH Qo), (12.04) 


T v-u-k+1) " 
| A - Al i roD e) QETE (y) 


MU 
T (v+u+n+1) 
工 (z 一 /十 2) 
Cu ka 


WEI ) Qutn+l(,) 一 putntl(g) Qe+"(y)| 
Qt) - Ph) OC") (12.105) 


pati 


> = ROESER { dë u+k— (z) Qu (7) m Z= Pr, (z) Qi. DN 


eh 


-A 0 eto geil) 


T (u 2 
= SÉ [PP a (2) Qu, (U) — Pv+n(Z) Pill 
l'(v-u-1)[5, u 
-To Pre) 9 il - PE) PEG), (12.106) 
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(v+k-u+1) 


x | T P^Tl(a H — y DÉI Q^! | 


V1-z2 HC: HS ca (Y) 1-2 rk) vik(Y) 


bk 
| 

=. 
— 
EX 

一 人 一 


epes PEO eben RD)] } 
DU LE ln el Eil Ell GE (| 


+ A A OY -Pe oer 0), (12.107) 
u+k 2 
> Rama SEH = Pill 一 A P+ (z) Q, (9) 
k=0 
_ lF(v-k-p) 
T (v+k+u) 


x = per (WAR i PEG TN) } 


T (v+n-— Ll) p+1 At) u+1 EM 
= F(viniui2) LO Qhura (u) - Pura (x) Qin (Y ) 


一 rn [P^ (a) Q1) — PC ist Ott) (12.108) 


z (v--k—p--1) 
201 MN =i 
x |l = Py a (z) OC Y) 一 JVC PI tel gl 
1 
+ | P Ph (q AER RE (05,40) | 
| v-u [V (v—u) r 
"rur zl AS A EW -Pe) Qy iO) 
u+n—pu+1 P= SH 
v+n+y+1 |T (v+n+u+1) 


+(-1)" 


x A A= E nl?) Qaa) 7 PE, lE) Q, ,,G)]. 


以 上 共 得 到 了 27 个 求 和 公式 ， 即 (12.81) 一 (12.85), (12.87) 一 (12.89) 及 
(12.91) 一 (12.109) FAR. 也 还 可 以 讨论 它们 在 y 一 z 之 下 的 极限 形式 , 但 一 般 
难以 化 为 比较 简单 的 公式 ， 故 从 略 . 

此 外 ， 对 应 于 (12.50) 等 公式 的 求 和 形式 ， 对 于 连带 Legendre 函数 Pu(z) 与 


(12.109) 
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QA (z). 也 有 相应 的 一 系列 求 和 公式 . 例如 , 将 (12.727) 式 两 端 同 乘 以 (pi, (x); 


JP k 求 和 , 即 得 
7 T (v--k— 2 
XOD" (2v+2k+1) SAHNE [PZ (z)| 
= (-1)” (v+n-u+2) Bull Py. (x) | Dirr Pe) Pile) 
I (v+n+u+1) z LT (v+u) z ` 
(12.110) 


类 似 地 , 也 可 以 得 到 
V1— SE (2v+2k+1) ) P^ ? (z) PU iz) 


-Pipe (2) P7 (x) + P#(z) Pii (z), 
D etes 
一 — ee vint1(7) Pu, (z) 
LEES Pols) ps (z) 
Vice (v-k e ETT Bel Per (x) PP vie 


v+n—u+1 [T (v+n-u+1) 
一 一 ~- | — 7 P p“ 
v+n+u+1 keee] vem (2) Pa (n) 


v—p [T fou) 2 "m 
We ÉZ Py (z) Pv I (z), 


(12.111) 


(12.112) 


(12.113) 


DlL(v—-u—k--1 2 
dou] = DON DP (ib) de [Peo] 
-( EE Stall + EID pho) pimi (2), 


(12.114) 


eE CEI) [peni (a) = PEHI G)] Pau) 


T n 
A >l 1) rirka | vk 


D (v4n v— 
-cw r SE Pornti(T) Poen (2) + a P(x) P i(z), 
(12.115) 


8122 ”连带 Legendre Spe 14 331 


n 


>` EE E B1) PL z (z) Qr kp) D k ell PA) 
k=0 


=—— P+! HA 十 1 z +1 +1 

= = nC ) Pitala) + A Pe PIG), (12.116) 
x[P(vtk- n2) T (v-Fk-u) p l 
NEE vei z) 一 T (v-k-4 p) P EA Pis ) 


T (v+n+u+2) Pena 


vV1-z? GI 
= (—1)” 


(2) PEG) + SE PEH a) PIHO), 


(12.117) 
SNE EEN 1 +1 1 +1 
UHT Leen Tell zr Pera Pra) 
k=0 
| T(v+n-u+2)T(v+n-u+1) x u u 
" T(ventaur2)T (ventu) icai | vim Fuel 
T (v—u+1)T(v-u) z u 
T(u+nu+1) P (v+u) Ali v (x) P7. (z). (12.118) 


同样 因为 Q#(z) 与 PE(z) 有 相同 形式 的 递 推 关系 ,所 以 又 能 直接 列 出 关于 Oort 
的 求 和 公式 : 


7 T (v--k—-p-1) ru 2 
— (Din 工 化 十 2 一 AT2) Q7 tr) Q7 Ls (x) 4 I (v—-u+1) Q7 (x) Q7 (z) 
T (vnd i1) z T (u+u) z ' 
(12.119) 
V 1—z2 Zeg K (z) OC (z z) = le ka (2) Q7 (x) + QA (x z) p(T), 
(12.120) 
z us 2v-2kc-l T(v+k-u+1) ny dQ^ (z) 
(1 Ulass essbe T (vk p41) vex (2) — 
1 T(v+n-u+2) " 
"v4n4l vint1(T) Qi (x) 
1 l'(v-u-1)., 
十 了 Toiy VC p(z) Qv 1 (z), (12.121) 


— 2v42k41 (v--k—p--1) 
B P (w+k-u)(v+k+u+1) pear QA G) QU a?) 


rant) T (v--n—gu4-1)]? g (z) Qi. (z) 
vt+ntptl [T (vt+ntpt+1)| "och “tn 
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r: p) 
vu T (v+) 


2x So 1) +k) IU (v-u—k-41) atto] 


| Q^(z) Q^. , (z), (1222) ` 


1-2? £— T (v+u+k+1) 
= (Tt Ua) 9r) + E Qu) Qia), 


(12.123) 


n 


r k 1 
aC Ferran [eiat - ota |o, e) 


= CU Tang esae) Qa, (2) + EL Qi) QE el 
(12.124) 
ach 1-73) Qaa (z) + ert bid Qaa (elle 
k=0 
= Nëss OT (e) QETA (z) + x Qi (z) QET1 (a), (12.125) 


ç v+k 2 u+k 
_ EN +k 12) 一 SÉ II Qiii) 


T (v-n— u4-1) 


= (Ft QEL e) QE) + CE orn) rto), 


T (v+u+1) 
(12.126) 
us (v+k—-u+1 1 » "m Q^ 
> E lun QV 1 (7) + H iz ) Qu] (z) 
=0 
_ T(v*n-gut2)T(v-n-u4l) “< u u 
— T(u+n+nu+2) T (v+n+u+1) VI—z2 Q7 naa (x) Q7 LO (z) 
LT (v— D rí(v— zr 
Se Ug aoo. (12.127) 
同样 也 能 得 到 混合 型 的 求 和 公式 : 
2 CD Qvae) ARIETE u (2) Qu (z) 
一 0 
一 (一 yL (vt n-u-2) Py n+1(7) Q7 is (z) + P. (z) Qs nt1(7) 
D (v+n+u+1) 2x 
T(v-u+1) PZ(z) Q7 (z) + Pi (z SKI) (12.128) 


Tr (v+p) 2x 
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V1- z2 y (2v -2k 4-1) )|P Pk) QE "m PAG z) QË, ,(z)| 
k=0 
W Qy (z) + Pall QE, | (z) 
+ Pi z)+P#_ (z) Qi), (12.129) 


DES Da Tk rh 

£ (u+k)(u+k+1) F'(u+k+p+1) 

x LO — z) + dP; (z) 

1 T(v+n-u+2 

"kint SÉ [Pt a (2) Qu (z) +P (7) Ont ) 

1r(v—-u+1 

LLOC orto) Qt (a) + PE, (z) QU] 

VD rp bes i 


(v--k— u)(vd-k-u4-1) sel 
x Pie ) Qa) + PZ, (z) OC" is 


_ v+n—p+1 Ë (v+n-u+1)]’ 
v+n+u+1 |T (v+n+u+1) 


H 


dr "ell 


(12.130) 


x PE, a (9) Qa, (z) + Ps (z) Oil 
- Eze [EUCH ero or. o + P, (=) gll 
= 2 (C0 (utk) EED Pett (a) Qi) 
_ us br: DES - 1) 
T (v+u+n+1) 
Ife H+?) [p P^(z) 


(12.131) 


[pé (a) Qt” (2) + Pit" (z) qn Ga] 
OC (2) PC Hai Oil, 

y cxt (v+k-u+1) I P: 
1-2? 


DD Eure ar Vete) Qoa) + Pau) gl a) 
_ LO Q7 (z) + PP k (z) “Ha (9) 
r n— 
= CU EE [Pts (2) Qua) Pitt 
T (v-u+1) 


Por) PEE Qal) + Pile) Qe(z)], 


(12.132) 


(12.133) 
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> Jpc LO Qi )+ Pot.) Qaa] 


+(e+k+p+1 [Peu del OC? G) + Pis T 


T 


= "e [Pa G) OCT (z) + + PAG IOC teil 


Z H H A u 
+= [Pra Q ,(z) + EEN (12.134) 


u+k 
VI 一 Ye KE r cien [PE a (2) OC (z) + Pis PCS eil 
k=0 


- Dee er, G0 Qu) + Pis EH 


ar Ell reis (z) 
ven [PE e) Qt E) + PETE) QE"! tel, (12.135) 


2 [T (v+k-u+1)]? 1 
> F> ==] Lu [Piti (2) Q7 (z) + Pu, (z) Qa) 
k=0 


1 
+= o lelanlg ) + PP (z) OC o] 


_ T(v*n-gu*2)T(v-*n-u*1) z 
 P(u+n+u+2) T (v-nt-u1) lei 
x [P£ (0) Qa, (z) + Plus) Qd sa G)] 


T (v—-u+1)T(v-u) z [ 
T (v-u--1) T (v+u) /1—z2 


P¢(z) QË (2) + PË, (z) Qi]. 
(12.136) 


其 实 , 在 得 到 求 和 公式 (12.128) 一 (12.136) 的 同时 , 我 们 还 应 当 可 以 得 到 另外 
JU AX. 例如 , 为 了 导出 (12.128) 3X. 我们 需要 将 递 推 关 系 (12.72) 两 端 同 乘 以 
(-1)*Q7 zl, 同时 将 QU i (o) 满足 的 相应 递 推 关 系 
P(v--k—pu-41) 


2v2k41) A 
(2v uerg geen 


z Q7 (z z) 

_ T(v+k-u+2) ny T(v+k-ut1) ny 

S FTRTTD en + pagan) eC) 
两 端 同 乘 以 (—1) ^P. el, 而 后 两 式 相 加 再 求 和 即 可 . 但 是 ,也 可 以 只 将 (12.72) 
与 (12/727) 两 式 分 别 乘 以 QU, (2) 与 P , (z), 而 后 相 减 , 则 有 


(12.72") 
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u+k 2 . 
CET SSES | tu ) QF L] (z) — P^ (z) Or. G)] 


v+k 
8 RH | vaa (2) Q7 CH — Pre (2) Q (m). 


甚至 可 以 将 v 十 k 改写 为 v, 则 上 式 变 为 


T (v-u+2) " 
ven Pinle) Ql) ~ PE) Qus) 
工 世 一 4 十 了 [5, D u 
= Lécker Pre) giae) - PL. G) Qi]. (12.137) 


类 似 地 还 有 下 列 (然而 事实 上 并 不 独立 的 ) 关系 式 ; 
(v1) 1-2? P#(z) OC "tel — PC Hei QE] 
= [Pha (2) Ott) - PEG) Qa 02] + [Pt Q ,(z) - P. (0) QE]. 


(12.138) 
A Fiere 1-a?) pro) $889) PEO noy 
= a (Pen) Qe) - PéG "n 
> Ern rte) Qt. - Pile) ata). (12.139) 
e" ps VITA [PEH (2) Ott - P#(z) Qe (2) 


= P= [Pia (z) Ott) — P#(z) NO! 


AWYYSI 
== BS [PO Q7 (z) — Py_1(7) Qi)], (12.140) 
Fesarn [Pte gi - Ph) gel 
- ena rot QA-1(z) — DE lte) Op Gol (12.141) 


z T(v-u+1) Po " u 
mre pA [PEG e -Pe Qi) 
- [etie aet) - Ph atti] | 

DL (v-u+2 
eren [Pte Qt) - PG) Qa G)] 
| F'(v-u41) 
T (v+u) 


[PG QE. (2) — PE ,(z) QE), (12.142) 
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ut [Pi (E) Qt (9) — PHT (2) Q, ill 
+ (+n) [Pii teiOETtel — PE" (z) QE G2) 


- eu [Prieto - PEG) QE) 


T 


- Z= [Ptt'(e) tie- Pe Qe (0)], (12.143) 


lee IO QET (x) - PEH (x) Q^aG)] 
r( 


_ SEN er. (z) Q^*! (x) — pr") (|) 


TA ec? (z) QH (q) 一 PEHI (g) Qta ) 
Cen bg D nu m 
Tran Pe eri) - Poo], (12.144) 


b ez [= [Pi @) gtt! - Pela) Oil 
1 


+= Piae - Pho) r19)] } 


v-u 
LEA Z > Pha) fil = PEG) QË, (m 
LT(v-u41)T(v-u) m | 
P (v+u+1) P (v+u) v1-a? 
读者 如 果 对 照 一 下 前 面 第 九 章 中 已 经 得 到 过 的 有 关 恒 等 式 (例如 (9.29) 一 (9.38) 各 
式 )， 就 不 难 验证 上 述 结果 的 正确 性 . 
最 后 ， 需 要 特别 申明 ， 作 为 本 节 出 发 点 的 递 推 关系 (12.73) 一 (12.80)， 只 适用 
于 zx, y 为 实数 , B. -1 < x,y < 1， 因 此， 本 节 中 得 到 的 公式 ， 也 须 受到 同样 的 限 
制 . 若 要 将 ry 推广 为 复数 z. Ç. MARR PE) 与 QE) 的 递 推 关系 加 以 修改 . 
此 处 从 略 . 


P#(z) QË ,(z) — PHa (2) QGO].. (12:145) 
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从 相应 的 递 推 关系 出 发 , 也 能 得 到 其 他 特殊 函数 的 求 和 公式 . 例如 , 对 于 超 几 
HAR Fla, B; y; z)， 有 递 推 关系 


— [m—2e+(e—B)z]F(oe, 8; y; z) 


= a(1— z)F(a +1,8; y; z) + (a—y) F(a — 1, B; 7; z), (12.146) 
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- y-28-- (8B —a)z]F(o, B; v; z) 
= B(1 — z)F(o. B + 15352) + (8-7) Fla, 8 — 153; z), (12.147) 
- Y-1-(2y-oa—8—1) 2] Pio, 8; y; z) + (y-0)(Y— 8) zF(o, 85 y+ 1; z) 
*«(-1)( — 1) F(o, 8;y — 1; z) = 0. (12.148) 


我 们 可 以 将 递 推 关 系 (12.146) 改写 为 


T (e + k) 


[2a--2k—y - (a--k - B)z] a Fa k- 3) 


(1 — 2)57 F(a + k, B; y; z) 


_ T a+k+1 
TAIE Za z) 4*0? F(a + k +1,6; 7; 2) 
+ ra p - 20 PP Fo k- 162). (12.146) 


即将 (1 — 2)? F(a + 1, 8; yix) 看 成 (12.62) 式 中 的 w(z)， 因此 , 重复 前 面 推导 求 和 
公式 的 步骤 , 就 应 当 得 到 求 和 公式 


[v]: 


([2o--2k—- (a--k-8)2] V'1 - € - Ba 2k—5- (o -k- BC V1 - z) 


Fog 
lI 
° 


x lu - 2)(1 - O] ” F(a + k, Bi: 2) F(a + k, B; C) 


_T(a+n+1) _ am eet 


x JO — 2)? F(a +n + 1, 6; y; z) F(a + n, Bi; C) 
- (1 C)? F(a +n, iy; z) F(a + n + 1,65; y; Cl 


-re P(e, a Fla- 1AN 
—(1— 6)? F(a — 1, 8; 7; z) F(a, 6;7Y;O)]. (12.149) 


另外 ,直接 将 (12.146) 式 两 端 同 乘 以 (1)*(1 — z)*/2F(a + k, B; y; z), 求 和 后 又 能 
得 到 另 一 个 求 和 公式 : 


Do een [2a-- 2k — y — (a-k—8)2] (1 — z)" [F(a + k, B; y; Dik 


Diointi 
T(a+n—7) 


r Ge 1) F(e,8;y; z) F(a — 1, 8; y; z). (12.150) 


= (—1)” (1— z)**! F(a +n + 1,68; y; 2) F(a +n, B; y; z) 
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将 (12.146) 式 中 的 a 与 6 互 换 (AX Fla, 8; yz) = F(B,a; YY;z), 所 以 只 需 将 
系数 中 的 a 与 6 互 换 ), 就 能 得 到 (12.147) R. 因此 , 根据 (12.147) 式 而 导出 的 求 


和 公式 是 : 
^ 28+2k—y—(8+k—o)z] VA — € - [28-2k—y- (6 -k- a] v1 =z} 
k=0 


r k 
rat = [1 — 20 — Q] F(e,B + kiy; 2) Fla, B+ kis; C) 


T(8+n+1) (n--3)/2 
= FL z)a 一 5)] 
x [4 — 2) F(a, 8 +n + 1; 3; z) F(o, B + mv; C) 
- (1— Q Pie, B - iy; z) Pie, 8 - n 155: €)] 
r (0) u u 
7 T(8—-4-1) IN 一 z) F(a, 8; ^y: z) F(a, 8 = Lac 
— (1 - QV? F(a, B — 1;5;2) Pio, 87 C)], (12.151) 


Y CU ea [28--2k —y— (8--k—o)z] (1 — z) [F(o. 8 + k; y; Dik 


k=0 
= (re (1— z)"* F(a, 8 +n + 1; y; z) F(a, B + mii z) 
+ eng F(a, B; y; z) F(a, 8 — 1; y; z). (12.152) 


同样 , 对 于 递 推 关 系 (12.148), 我 们 可 以 得 到 如 下 求 和 公式 : 
k 


-> Ee [y+k-1-(2y+2k-a—8—1)z] ET 


T'(y+k)I'(y+k) 
k 
— |re&-1- (62k -a- 8- 1X] c] 


x F(a, B; y--k; z) F(a, 8; y + k; C) 
| P(ytn-o-1)T (y+n-8+1) 
E T (yn41)T (yn) 


x [EAE ç) 


_ (Zu) F(ejiy+nim F(a, 8; y- n1; Q) 
| F'(y-o)T (4-0) 

P(y)P (4-1) 
x [F(a, 8; y; z) F(o,8;*y—1;C) - F(o,8; y-1;z)F(oa,8;;C)], (12.153) 
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ki P (y+k—o)I'(y+k—-0) 
2 + WEE EC [y+k-1-(2y+2k-a-8-—1)z] 
E 
x CG DEI [F(a, 8; y+ki z)]° 
_ vn (ytn-a+1)T (y+n-8+1)/_z yn 
= (1) T (yn41)T (y+n) G5) 
x F(a, B; y+n+1; z) F(a, B; y+n; z) 
l'(y-o)T (4-8) 
T()r(-1) 
作为 特殊 的 超 几 何 函 数 ， 由 于 它们 的 参数 o, 8. 存在 一 定 的 约束 ， 所 以 倒 不 
一 定 满 足 上 面 列 出 的 超 几何 函数 的 求 和 公式 . 其 实 ， 比 较 一 下 Legendre 多 项 式 或 
连带 Legendre 函数 (它们 也 都 是 特殊 的 超 几 何 函 数 ) 与 超 几 何 函 数 的 求 和 公式 , 就 
可 以 看 到 这 一 现象 . 还 可 以 提 到 Gegenbauer 多 项 式 ?, 它 有 递 推 关系 


F(a, B;7Y;2) F(a, Bi y — 1; z). (12.154) 


2(A--k)zCg(z) = (k + 1)Cz,4(2)9- (2A + k — 1)C;. (2), (12.155a) 
20--k)CA(2) = Sot - sha) (12.155b) 
由 此 也 能 得 到 求 和 公式 : 

Do +b) pg SORO 

- itn. aO OAO -AAO 12150) 
Denta raxzg e" 

-CQ een SOIN "m" 
Dentara rax [ee = - SO eue) 

- m E SERO - az Tan, (12.158) 
Lo CP on ge dci) - 3 dO) ad (12.159) 


O 亦 称 超 球 多 项 式 , 记 为 P 人 (Ga ， 
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813.1 AAI Wroński 行列 式 及 其 推论 
Bessel 方程 


的 解 可 取 为 ? 
Jrv(z), N, (z) 和 HO)(2), HO)(2), 


CRER fa SERS FB z 平面 (largz| < v) 上 单 值 解析 , 并 且 还 可 以 进一步 延 
拓 , 例如 


J+ v(eirz) = — etinv] U (z), 

N4, (el*z) = e+” Ni, (2) + 2iJ+, (z) = e* "N54, (z) + 2icos7u . Jry (2), 
HO) (e rz) = e ing) z) 一 2e-invJ, (z) — —e inq (2), 
) 


( 
HQ? (ez) = eHO (2) + 2e/7"J, (z) = 2 cos v - HP (z) + ei" HO (2). 


关于 它们 之 间 的 Wroński 行列 式 , 常见 的 有 


W[J,(2), Jala] = 306 ) - 1, () 49) = -二 simnm —— (34) 
WU.) N(2)] = Je mp. ER (13.2) 
WI), BO Ae) appe = 下 (13.3) 
WU), H(z)] = so O -PTOA (13.4) 
在 这 些 公式 的 基础 上 , 还 能 导出 

WU) N. (|= Adel LN La) E = 2 es, (13.5) 
Del, N (|= OEO -no 0 L3 essa, (13.6) 
WIL. (2), N. (|= (2) ee Lud e 2 (13.7) 


@ 另外 还 可 以 有 HD (2), HO) (2), duet BO? (2), HP (2) 线性 相关 ; 


HO)(z) = nHO (2), H )(ç) = eH (2). 


813.1 ” 柱 函 数 的 Wroński 行列 式 及 其 推论 341 


W[J-, (z), BPE = He) (13.8) 
WU... (2), HO At HEI) npa e N (13.9) 
WIN, (2), N-.()] Well NA) aam, — (130) 
WIN), HPE e s oO) mac) 2. (3.1) 
W[N, (z), HO (z)] = xí) - HON 26) - =. (13.12) 
WIN_, (z), HQ(2)] = N. (By (2) -aP TA Zen, (13.13) 
WIN_,(z), BI = N „oO -apeo $) a, (13.14) 
WH® (2), HO (2) = H(z E - np © = -2 (13.15) 
K 
W[J, (z), J,(einz)) = J,(z e) — 1 (enz) 2e) = —— ei" sin my, 
(13.16) 
WIJ,(z), N,(einz)] = J, (z ym — N, (e'nz) SC - Zem (13.17) 
WI, (z), N-,(en2)] = g) Zer Neal DEE LP nime ea, 
(13.18) 
WU, (z), HO (enz) = J, E (en) - HP (eno) DE? - Zem, (13.19) 
W[J,(z), HO) (einz)) = y (yB (ez) - HP (ez) O - - Le -imv (13.20) 
gl (2), N,(enz)] = J_,(z (om) - N (eno) e) - Lem cos mv, 
(13.21) 
WU el, 8 (nz) = J. (2) DEE quina eO ~ 2 om, 
(13.22) 
WU rel, HO (eénz)| = J- Aaf ena) _ HO(einz) dD - 2i (13.23) 
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(2) iA — dH) (ems) (9, pIek) _ _ 21 any 
WH el, Hi (enz)] = J-,() —31. HP (enz) ———— —-—eUm, 
(13.24) 
WIN, (z), N, (einz)] = n) ET — N, (enz) d) = —— cosmr, (13.25) 
WIN, (2), N_,(elzxz)] = NOTTE — N. ,(einz) Dela) 
= -2 (e 1 sinu + 2i), (13.26) 
W[N, (z), HÜ)(eixz)] = N (dB (enz) 一 HD (enz) Dick?) -in (13.27) 
VEA nn dz v dz m ’ ` 
. (2)7eirrz NC . 
WIN, (z), HP (énz)] = N,,(z) dH; A: nz) HO) (einz) A )_ Za — ein"), 
(13.28) 
(7 vi 
WIN..,(2), HÜ (e'nz)] = N. P Cem - HP (erz) T = = (13.29) 
(2) (i 
. WIN (2), HO)(eizxz)] = N-e) ez) 一 HP (e'na) F 
= - (1 + 2e'7" cos nv), (13.30) 
(2) vi (1) . 
W(HO (2), H2 (enz)] = gp) Be ero - HO (in) Be 2 = -2 COS Tt. 
(13.31) 
在 以 上 结果 中 代入 柱 函 数 的 递 推 关 系 
AO = 20), ER RE] = z" Sail 
即 
Sal Ra- EE O=- Enl) +Z €). 
消去 各 式 中 柱 函 数 的 导数 ， 就 能 导出 
Jy (2) Jc (2) + Jo-i(2) (2) = Z sin v, (13.32) 
J,(2J v a) + Jal) (2) = - sin mt, (13.33) 
J,(z) N, 1(z) — Jo 1(z) N, (z) = a (13.34) 
Jo (2) Noua(2) — Joni (2) N (2) = -—— (13.35) 
J,(z)N yr1(z2) + J, -1i(2)N_, (z) = -二 COS 7tTu, (13.36) 
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Lisi. viel + Joxi(2) N (2) = = cos ny, (13.37) 
Adel BD (2) - 4-1 (2) BO (z) = Ž (13.38) 
3,0) BG) - Ja (2) BO () = - ZL, (13.39) 
J, (2) HŠ) (z) — J, 1 (2) HD (2) = - Z. (13.40) 
1,2) BO, G) - 3G) RPG) = =: (13.41) 
J_,(z) N,-i(z) + J-v4+1 (2) N, (z) = — cosmv, (13.42) 
Y.) Noa(2) - Jo, AG) Ns(z) = 2 cos mv, (13.43) 
J_, (z) N_,+1(z) 一 Jitz) N (z) = "nz (13.44) 
JG) Na) - Ja (2) N, (z) = =. (13.45) 
J-, (2) HO, (2) + Ja (2) HO)(2 = Zem, (13.46) 
J-, (2) HO (z) + J viel BO (z) = Zem, (13.47) 
J-, (2) HO, (z) + J1 (2) H2 (2) = enm, (13.48) 
J-, (2) HO) (z) + J., fei HO (z) = Ze (13.49) 
N,(2)N vaa (2) + N, -1(z2)N_, (2) = E sin nv, (13.50) 
N,(z)N-,-1(z) + No1 (z2)N_, (z) = 2 sin 7tv, (13.51) 
N,(z) H) (z) — N, (2) HO (2) = A (13.52) 
N, (2) Hj.) - Noa (2) HP) = =, (13.53) 
N,G) B®, (2) - N-12) H (2 = Z, (13.54) 
N,G) B®), (2) - Ns (2) HP) = — Z, (13.55) 
N-, (2) HP, (2) + N-ra (2) P(e) = Ze, (13.56) 
N- (2) H^, (2) + N-v-1(2)H® (2) = Zem, (13.57) 
N_,(2) HŠ) (2) + N.A (2) HO (Z) = Ze, (13.58) 
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N_,(z) H) (z) + N., (2) H) (z) = Zen, (13.59) 
HO (HP e) - BD) G) RÉP (2) = — 2, (13.60) 
HG HO G) - HO) (WHO) = ZL, (13.61) 
J,(2) J1, 1(e72) — Jua (z) J_, (ez) = Zem sin ny, (13.62) 
J,(z) JL 41(e7 2) — J, —4i(z) J- (ez) = -Zein sin tv, (13.63) 
Jo (2) Noua (62) + Joi (2) N, (ez) = Zem, (13.64) 
Jo (2) Na (62) + J, 1(2) N, (ez) = e (13.65) 
J,(z) NL, 1(ez) — Jai (z) N (e 2) = -Zein COS TY, (13.66) 
J,(z) NL,41(e72) — J, 1(2) N_, (eitz) = Zem COS TV, (13.67) 
J,(z) HO) (ei™z) + Jua (z) HP (einz) = Zem, (13.68) 
J,(2) HO), (72) + J, (ei HO (ez) = -ew (13.69) 
J,(z) HO) (e72) + 3,44 (2) HE)(eirz) = eg (13.70) 
J,(z) HË) (e72) + J, 4 (z) HP (einz) = Zem, (13.71) 
J_,(z)N,, (ez) — J., i(z) N, (e72) = Zem COS TUY, (13.72) 
J_,(z) N,-1(e72) — Ja (2) N, (et z) = Zei COS nY, (13.73) 
J_u(z) NL, i(e"2) + J., 1(2) N_, (ez) = Zei, (13.74) 
3 (2) Noi (672) + Jo (2) NL (el) = Ze, (13.75) 
3 (2) HO) (e) — Jv- (2) HUD (e) = =. (13.76) 
J_, (z) HÜ) (eit) — J 41 (z) HO (einz) = -三 ， (13.77) 
J, (z) HO) (672) — J_ ,1(2) HD (ez) = Memes (13.78) 
JL (z) HO), (ei"2) — Ju tel HQ) (ei"z) = Baw, (13.79) 
N,(z)N,+i(eltz) + Nu (z) NL (el7z) = -2 COS 7, (13.80) 
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N,(2) Na (ez) + Ns_1(2) Nu(eirz) = = cos mv, (13.81) 
N,(z) NL,-1(e"z) — Ni +i (z) N. (el*z) = = (e t sin u + 2i), (13.82) 
N,(z) NL,41(e72) — N, 1(z) N (ez) = -2 (e i sin u + 2i), (13.83) 
Wel HO) (62) + N, 4 (z) HO (e7) = Zem, (13.84) 
N, (z) HO) (672) + N, 1(2) HOD (ex) = — Zem, (13.85) 
N, (2) HO), (ex) + Na (z) HO) (o7) = Zu — gg"). (13.86) 
N,(2) H) (e72) + N, (ei HQ) (ez) = - (1 — Seine, (13.87) 
N.,(z) H^ (ez) — N..,. (2) HD (ez) = =, (13.88) 
N_,(z) HD, (ex;) — Nr (2) HO (ein) = -Z, (13.89) 
MN (z) HI, (e72) —N_,_1(z) HP (enz) = -2 (1 + e" cos rv), (13.90) 
N_, (z) HO), (e) — N_ v, (z) HO (einz) = = (1 + e" cos mv), (13.91) 
HO (2) HŠ) (72) + HO), (2) HO (en) = -2 cos a, (13.92) 
HO (z) HO) (ein 7) + HO) (z) H2 (einz) = š COS Tt. (13.93) 

在 以 上 各 式 再 代入 柱 函 数 的 递 推 关系 
Z Eua) = Va) Fea), 
又 能 进一步 得 到 

Lisi fei JL teil. viel be sin nt, (13.94) 
Jo(2) Nua (2) - Jo-i(2) Naa (2) = = (13.95) 
Jo ()N tel + J, AN a (2) = - cos v, (13.96) 
Joa) HO) G) - 550) Bü). (2) = 255, (13.97) 
Joa(2) H) (2) — 3, 4() H) (2) = E (13.98) 
Ja G)N 1(z) - Ja) Ns) = - cos mv, (13.99) 
Ja) NG) Ja (JN. iG) = 25, (13.100) 
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A el ROG) - 3-4 (2) BD (2) = — äere, (13.101) 
A (2) HO (2) - (0) BO (2) = ba (13.102) 
Noa (GN va(2) — Na()N v 1(2) = = sin nv, (13.103) 
Null Bel - Ni G) BO) G) = — 5, (13.104) 
Na (2) BÉ, G) - Na (HO G) = Z, (13.105) 
Na) HP, (z) - N a (2) BO), G) = ae mn, (13.106) 
Nui (2) H^) - N uui (2) BO), (2) = £ e, (13.107) 
HO) (HO) (2) - BID G) ROG) = - 25, (13.108) 
J, (2) J-., li(eirz) — J,41(2) J-v41 (672) = Zem sin nv, (13.109) 
J, i) No (872) - Jaa (2) Ni (672) = Decir, (13.110) 
J, 3i (2) NL, 1(e7z) — J,41(2) Na (e72) = em COS AY, (13.111) 
J -1(2) HJ, (e72) — J, (2) HOP, (frai = Zem, (13.112) 
J,-i (2) HO) (75) — Jaa (2) BO) (72) = — ye, (13.113) 
J-l) N'41(e 72) — J_,_1(2) N,-a(ei7z) = Lem COS TY, (13.114) 
J (2) Nu a (672) — Ja (2) N vaa (672) = Zei, (13.115) 
A lei BO) (75) A. G) BÉ! (ein) = - 25, (13.116) 
J 4i (z) H) (e72) — J, 1 (2) HO (o2) = eme, (13.117) 
N,_1(2) Noa (e 72) — N, i (2) N li(eirz) = m COS 7t, (13.118) 
Ny_1(z) NL,-i(e7z) — N+ (z) N_y + A(etz) = = (e ir sin 7tv + 2i), (13.119) 
Nu-i (2) HO) (ex) — No41 (2) HO (e72) = Zem, (13.120) 
N, 1(z) H) (ex) — Naa (2) HO) (ei) = = (1 — Seine, (13.121) 
N Lui (2) HO), (672) — N., 1(z) HO (ez) = — 2. (13.122) 


nz?’ 
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EN : 4 : 
N_,+1(z) HO (e72) — N.,-a1(z) HU. (eir) = = + e! cos mv), (13.123) 
. , 16vi 
HÜ) (z) HO) (e2) — HO (z) H) (era = 一 cos rtv. (13.124) 


同样 ,根据 虚 宗 量 柱 函数 的 Wroúski 行列 式 


W [I,(2), L.,(z)] = 1L,(z E 一 el = -二 sin rtv, (13.125) 
W[LG), Kul 9 ŽP -ko = 一， (13.126) 
W[L.(2) K,(2)] = L, oí) e — K, (z) Tla - -L (13.127) 
W [L, (2), L.,(e*2)] = L,(z) de SÉ MC - -Zenim sin nv, 
(13.128) 
W [L, (2), K,(e72)] = EE 2 K, (c2) TO = em, (13.129) 
W [L.,(2), K,(e72)] = 1_,( ) 2) era = em, (13.130) 
W[K, (2), Kiral = K,( E 2 Kue") E = -= (13.131) 
及 它们 的 递 推 关 系 
F M2) = i) - ral), (13.132) 
220 = ,_1(z) + Laa(2), (13.133) 
= Ku(z) = -K, (z) + K1 (2), (13.134) 
Ea = -K, (2) - Kaa (2), (13.135) 
也 能 得 到 类 似 的 结果 : 
I (z) Le (2) Lisi Ales -二 sin mv, (13.136) 
Val vil - lo (2)L(2) = -2 sim, (13.137) 
La, (2) + La (2) Ko(z) = d (13.138) 
LO) Kei 2) € lo) Ky) = 5 (13.139) 


L Tank, viel - Loua(2) Ky(z) = d (13.140) 
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LG) Koa(2) + I 1(2) Ky(z) = d (13.141) 
L(z2)K, frai — L, 1 (2) Kry (€'"2) = em, (13.142) 
L,(z) Ky .i(e*z) 一 Li(z)Kv(eirz) = Zem, (13.143) 
LI, (z) K, iers — Lia (2) K (672) = ` ei, (13.144) 
ei, (ez) — La (2) K, (eitz) = Ee | (13.145) 
K, (2) Kva (672) + K,-i(2) K, (enz) = — 7, (13.146) 
K,(z)K,+i(el*z) + K,41(2) Ky (ez) = E (13.147) 
L.1(2) L.,-1(z) — Laa(z) I-,41(2) = - sin rtv, (13.148) 
I 1(2) Krale) — La (2) Ky a (ez) = ed (13.149) 
Loa(2) Kea(2) — Loa(2) i (ez) = A (13.150) 
L.a(2) Lv (ez) — Loa (2) ul = Ae P sinu, (13.151) 
Lutz K, ,1(e72) —Laa(2) K,. a (e72) = eg (13.152) 
Il Kaa(e72) 3. a4 (2) Ka (etxz) = Deme, (13.153) 
Kiel Kin (e2) = Ke (2) K, 1 (ez) = Z (13.154) 
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例 13.1 将 函数 cos(kir cos) cos(kor sin 9) 展开 为 Fourier 级 数 , 其 中 r, ki, ko 
均 为 实 常 数 ， r > 0. 


BE 不 妨 将 r, 理解 为 平面 极 坐 标 , 或 者 说 , 不 妨 设 
z = r cos %, y = 7 sin 9, 


则 u(x, y) = cos kız cos kzy 满足 Helmholtz 方程 

u Gau 

ar t Bz T eu = 0, k? = k? + k2. 
HEZ. cos(kircosQ) cos(korsin o) 一 定 是 方程 


18 r ðu 10 ,, 
clean aas" u = 0 
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的 解 ,， 并且 满足 边界 条 件 
_ ðu | Ou 
u|s E up DUM B ER dein ` 


因此 ` 
cos(kir cos ó) cos(korsin $) = 5 Jn(kr)[An sinng + B, cosnó]. 


n=0 


再 进一步 考虑 到 cos(kir cos) cos(k27 sin Al 是 ó 的 偶 函 数 ,， 因 此 一 定 有 AS = 0, 


cos(kir cos ġ) cos(kor sin $) = Y B, JA (kr) cos në. (13.155) 
n=0 
读者 可 以 尝试 直接 应 用 Fourier 级 数 公式 来 定 出 系数 Ba 下 面 我 们 采用 一 个 略微 
不 同 的 办 法 ， 其 根据 是 展开 式 (13.155) 中 的 登 加 系数 B, 与 n6 无 关 ， 最 多 只 是 
kk, 及 n 的 函数 . 为 此 可 以 在 (13.155) 式 中 代入 o 的 特殊 值 ， 只 要 这 样 能 定 出 
Bn BERT. 比较 简单 的 情形 是 代入 由 = 0, 同时 令 


ki = k cosa, kə = ksina, 


于 是 有 ` 
cos(kr cos œ) = >` B, Jn (kr). 


n=0 


另 一 方面 , 在 Besse 函数 的 生成 函数 展开 式 


erm a 3 Ja (z) t", 0 < |z| < oc (13.156a) 


n=— OH 


中 代入 z = kr, t =i, 可 以 得 到 ( 即 所 谓 的 “平面 波 按 柱 面 波 展开 ”) 


etr cos? — J (kr) 十 2 > i?Jn(kr) cos n6, (13.156b) 
n=l 
亦 即 
cos(kr cos 0) = Jo(kr) + 2 Y Cas (kr) cos 2n0. (13.156c) 
n=1 

由 此 即 可 定 出 

1, n = 0, 

B, = 4 (-1)*2cos2ko, n —2k,k—1,2,3,..., 


0, n -2k-t1k-20,12,.. 
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这 样 最 后 就 求 出 了 展开 式 


cos(kr cos z cos ó) cos(kr sin o sin $) 
= Jo(kr) + 2 y» Jon (kr) cos 2na cos 2n. 
n=0 


ES: We 
1. 类 似 地 ， 可 以 求 得 


sin(kr cos o cos di cos(kr sin z sin $) 
—2 X (Uess (kr) cos(2n--1)a cos(2n 4- 1)9, 
n=0 
cos(kr cos o cos ó) sin(kr sin o sin $) 


= Se Ilan (kr) sin(2n+1)asin(2n+1)¢. 


2. 对 于 sin(kr cos acos $) sin(krsinosin ó), 我 们 同样 可 以 断定 


sin(kr cos o cos à) sin(kr sin a sin $) = 5 CnJn(kr) sinng. 


n=0 


(13.157) 


(13.158) 


(13.159) 


现在 的 问题 是 , 我 们 如 果 代入 ==0 X. ó = n/2, 都 无 法 定 出 系数 C... 为 了 克服 这 
一 困难 ,可 以 将 上 式 两 端 同 时 除 以 sinó, 而 后 再 取 极 限 6 一 0. XX, 我 们 也 可 以 


直接 计算 : 
sin(kr cos x cos ó) sin(kr sin a sin $) 
= 3{ cos [kr cos(a + 4)] — cos [kr cos(o — 20 


= 3 x Re (crest _ er cos(a—4) ) 


oo 


= Ref >y` i^J, (kr) | cosn(a + éi — cosn(e — ail ) 


n=l 


=2 SO) Jas (kr) sin 2no sin 2nó. 
n=1 


(13.157) — (13.159) 诸 式 也 可 以 按 此 法 直接 计算 ， 


(13.160) 


以 上 的 讨论 都 是 遵循 Fourier 展开 的 思路 而 展开 的 , 但 是 可 以 换 一 个 角度 来 考 
察 上 面 得 到 的 结果 . 我 们 如 果 直 接 从 展开 式 (13.156b) 出 发 ， 将 该 式 中 的 0 换 成 
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ó+o È ó— o, 则 有 


ei^ cos($--a) = ejkr(cos d cos a sin ósin e) 


= Jo(kr) + 2 Y i" Ja(kr) cos n(ó + o) 
n=1 


= Jo(kr) + 2 » rmi" JJ, (kr)(cosnó cosno — sinri sinna), 


n=l 


elbr cos(ġ—a} — ešikr(cos $ cos e+sin $ sin oi 


= Jo(kr) + 2 >` inJ,(kr)cosn(é — o) 


n—1l 


= Jo(kr) + 2 5 i”Jn(kr)(cosno cos na + sin nó sinna). 


n=l 


分 别 比较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 
cos [kr (cos a cos ó — sina sin $)] 


= Jo(kr) + 2 1 (Ufroe (kr) cos 2n(¢ + a), 


n=l 


cos [kr (cos o cos ó + sin o sin $)] 
o(kr) + 2 > 1)^Ja, (kr) cos 2n(@ — o), 
sin [kr (cos x cos ó — sin o sin éi 
=2 Y CDs (kr) cos(2n-- 1)(ó + o), 
n=0 


sin rien o: cos ó + sin o sin $)] 


= -25> J" Jas 4i (kr) cos(2n+1)(¢ — o). 


(13.161) 


(13.162) 


(13.163a) 


(13.163b) 


(13.1642) 


(13.164b) 


将 (13.1632) 与 (13.163b) 式 相 加 减 , 就 可 以 得 到 (13.157) 与 (13.160) 两 式 . 同样 ， 
将 (13.164a) 与 (13.164b) 式 相 加 减 , 就 可 以 得 到 (13.158) 与 (13.159) 两 式 . 
本 着 这 样 的 思路 , 我 们 还 可 以 在 (13.156a) 式 中 代入 z= kr, t = e^, Aat s 


oo 
@ikr sin 0 — >` Ja (kr) gin? 


TL——00 


= Jo(kr) +2 3 ` Ja, (kr) cos 2n0 + 2i X` Jausi(kr)sin(2n--1)0. (13.156) 


n=l n=0 
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同样 将 9 改写 为 $ 土 a, 而 后 分 别 比较 实 部 与 虚 部 , 就 有 


cos [Er (sin ó cos o + cos ó sin o)] = Jo(kr) + 2 5 Jan(kr)cos2n($ +o), (13.165) 


n=1 


cos [kr(sin é cosa — cos ó sino)] = Jo(kr) + 2 >` Jən(kr) cos 2n(ġ — o), (13.166) 


bes 
sin [kr (sin é cosa + cos ó sino)] = 2 Y Jas (kr) sin(2n4-1)($ + o), (13.167) 
n=0 
sin [kr (sin cos o. — cos é sino)] = 2 Y Jas (kr) sin(2n-- 1)($ — o). (13.168) 
bes: 
将 (13.165) 与 (13.166) 式 相 加 减 , 就 又 将 得 到 
cos(kr cos o sin ó) cos(kr sina cos di = Jo(kr) + 2 s Ja, (kr) cos 2na cos 2n, 
t (13.169) 
sin(kr cos a sin $) sin(kr sin a cos di = 2 Y Jos (kr) sin 2no sin 2ng. (13.170) 
bes 
将 (13.167) 与 (13.168) 式 相 加 减 ， 则 会 得 到 
sin(kr cos a sin d) cos(kr sin a cos d) = 2 Š ` Alb cos(2n--1)a sin(2n-+1)6, 
= (13.171) 


cos(kr cos o sin $) sin(kr sin a cos ó) = 2 Y Jon 4i (kr) sin(2n-- 1)o cos(2n+1)é. 
n=0 
(13.172) 
注意 (13.1562) 式 对 复数 z 亦 成 立 , 因此 我 们 也 可 以 在 该 式 中 代入 纯 虚 数 z= 
ikr， 重 复 上 面 的 计算 过 程 ， 又 能 导出 


e kr cos(ġ+a) 一 = Io(kr) + 2 > n (kr) cos n($ + e), (13.173) 
e kr cos($—o) — Io(kr) 十 2 YI)" (kr) COS n(o — a), (13.174) 
n=1 


oo 
e-*rsin(évo) — [ (kr) + 2 Y CO)" (kr) cos 2n($ + a) 


n=1 


一 2 5 (—1)"La+i(kr)sin(2n+1)(ó + o), (13.175) 
n=0 
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e krsin(é-e) — To(kr)+2 Y (—1)"I2n (kr) cos 2n(@ — a) 


n=l 


_ 23 )" Ioa (kr) sin(2n4-1)(6 — o). 


将 (13.173) E (13.174) 两 式 相 加 减 ， 即 得 


e Er cos a cos $ cosh(kr sin o sin 9) 
= Io(kr) 2 GË n(kr) cosng cosna, 


—kr cos a cos $ 


e sinh(kr sin o sin $) 


=2 Y LU 1, (kr) sinne sin no. 


由 此 又 能 进一步 导出 
cosh(kr cos o cos ó) cosh(kr sin a sin $) 


= Io(kr) + 2 5 Izn (kr) cos 2nó cos 2na, 


n=1 


sinh(kr cos o cos ó) cosh (kr sin a sin $) 


=2 3 Ios 44 (kr) cos(2n--1)9 cos(2n--1)o, 


n=1 
cosh(kr cos o cos $) sinh(kr sin a sin $) 
=2 3 Ios 43 (kr) sin(2n+1)ó sin(2n+1)o, 
n=1 
sinh(kr cos o cos $) sinh(kr sin a sin $) 
=2 Y Ig, (kr) sin 2n$ sin 2na. 
n=1 


将 (13.175) 与 (13.176) 两 式 相 加 减 ， 又 得 


e kr coso sin cosh(kr sin o cos di 


o(kr) + 2 Yo J"Ia4(kr) cos 2nó cos2na 


一 2 3 (-D?Ion+i(kr) sin(2n+1)écos(2n+1)o, 
n=0 


(13.176) 


(13.177) 


(13.178) 


(13.179) 


(13.180) 


(13.181) 


(13.182) 


(13.183) 
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—kr cosa cos $ 


e sinh(kr sin o sin $) 


oo 
c? )" Is, (kr) sin 2n$ sin 2na 


oo 


t2201 )"Ios 41 (kr) cos(2n4- 1)ó sin(2n4- 1)o. (13.184) 


由 此 也 能 进一步 导出 
cosh(kr cos o sin dl cosh(kr sin o cos $) 
= Io(kr) + 2 >C 1)"I»,(kr) cos 2nó cos 2na, (13.185) 
sinh(kr cos e sin dl cosh(kr sin a cos $) 
=2 SI (kr) sin(2n.2-1)ó cos(2n - 1)a,, (13.186) 
n=0 
cosh(kr cos e sin $) sinh(kr sin a cos ai 
= 2 "(-1)" I» (kr) cos(2n--1)ó sin(2n-- 1)a, (13.187) 
sinh(kr cos a sin ó) sinh(kr sin a cos $) 


DE )^ TL (kr) sin2n$ sin 2na. (13.188) 


8i 13.2 将 函数 ec%9Jo(rsin0) f£ Legendre 多 项 式 Pi(cos0) 展开 ， 其 中 
0 « 0 < 为 球 坐 标 系 中 (r,0, ó) 点 的 极 角 (纬度 ). 

解 本 例题 的 问题 明确 : 所 谓 将 函数 en 795 Jo(rsin 0) f£ Legendre 多 项 式 展开 ， 
即 要 求 将 此 函数 表示 为 级 数 


e" cose ToC rain dl = MA Pi(cos0), (13.1892) 


且 其 展开 系数 为 
2041 


kee "wn Jo(r sin 0) P,(cos 0) sin d6. (13.189b) 
0 


但 此 积分 并 不 易 计 算 . 最 容易 想到 的 办 法 似乎 就 是 将 函数 er se 与 Jo(r sing) 分 
别 展 开 为 无 穷 级 数 , 逐 项 积分 后 再 求 出 二 重 级 数 的 和 函数 . 可 以 预料 , 二 重 级 数 的 
求 和 问题 可 能 会 遇 到 困难 . 
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其 实 本 题 的 处 理 方法 与 上 面 两 题 存 在 某 种 相似 性 : 最 简单 的 办 法 是 从 不 同 的 
坐标 系 考察 所 要 展开 的 函数 . 本 题 是 要 将 函数 er 7959 Jo(r sin0) 变换 到 柱 坐 标 系 
(o, é,z) P, 我 们 立即 就 能 看 出 er 995? Jo(r sin 0) = ez Jolo) 是 Laplace 方程 的 解 , 与 
$ AER ( 即 具有 关于 z 轴 的 旋转 不 变性 ), 且 在 坐标 原点 有 界 ， 因此, 它 (TERRE 
标 系 中 ) 必然 可 以 展开 为 


e”? J (r sin 0) = Y r! Pi(cos 0), 
I=0 
而 且 , WY wi gj C1!， 甚至 也 不 必 计 算 积 分 (13.189b)， 而 只 要 在 上 式 中 代 
入 一 个 特殊 的 7 或 9 值 即 可 . 最 简单 的 当然 是 令 9 = 0, 从 而 定 出 C; = 1/0, 因此 
就 得 到 
e" cos 8 Jo(r sin 8) Sa — Pi(cos 0). (13.190) 


ES: 讨论 
1. 这 是 应 用 ( 偏 ) UFA a 3k Jk TES SC AAT Al 2 GT YS EX. 
种 方法 ， 导 出 “平面 波 按 球面 波 展开 ”公式 
ekr cos — $ GN + 1) i Aker) P,(cos 0). (13.191) 
1-0 
其 基本 思路 是 : 因为 函数 eikrcos0 是 Helmholtz JA V2u + k2u = 0 的 解 ， 所 以 一 
定 有 8 
ekr cos? 一 >` Cj ji(kr) Pi(cos 0), 
{ 一 0 
而 后 比较 等 式 两 端 在 7 一 oo 的 渐 近 展开 即 可 定 出 登 加 系数 O, = (21 + 1), 
2. Kit, dp (13.190) 式 还 能 导出 积分 
21 十 1 
2 0 


3. 如 果 将 (13.190) 式 的 左 端 作 Taylor 展开 , 我 们 又 能 得 到 
ercose J (rsin 0) = 5 E r cos 0) ks CU HR 


2n 
) cos™ g sin?” g rt? 


m i 
ei «088 Jo (r sin 0) P, (cos 0) sin 0 d0 = T (13.192) 


[ 
i Me 
Ps: 
= 
Sc 
= 3 
NI =e 


SE 2m 
EN (-1)" 1 i—2n : 2n l 
=) DN 2 cos Osin” 0], 
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从 而 导出 Legendre 多 项 式 的 又 一 个 表达 式 


Vi mt o 
— ` —2n : MT 
Pi(cos 0) = > anini (I — 2n)! cos 0 sin^" 0 (13.193a) 
* 1/2) 
AW n 
Pi(z) = CDU (1-2?) gi n. (13.193b) 


< 2n! (I — 2n)! 
4. 例 10.6 讨论 过 本 例题 的 反问 题 ， 即 求 (13.190) 式 右 端 级 数 的 和 函数 ， 
B| 13.3 将 函数 ercos0J (rsin0) f£ Pm(cos0) 展开 . 
解 类 似 于 例 13.2, 将 函数 6775597, (rsin0) cos mo 变换 到 柱 坐标 系 ， 就 能 看 
出 它 是 Laplace 方程 的 解 , 而 对 于 固定 的 m, 此 方程 在 球 坐 标 系 下 的 相应 特 解 为 
r!'PT"(cosü)cosmó, 1=m,m+l1,m+2,..., 


所 以 应 该 有 展开 式 


ercos6Jm(rsinb) = Y A, r! PI (cos 0). 
l=m 
这 里 的 登 加 系数 A, 其 实 还 会 依赖 于 m (作为 参数 ). 为 了 定 出 A 现在 需要 将 上 
式 两 端 同 除 以 sin" 9, 而 后 代入 0 = 0. 对 于 左 端 , 有 


Jm(r sin 0) _ 1 (ram. 
sin”0 |; 9 ml (3) ? 
而 对 于 右 端 , 则 有 
PP(cos 8) _ 4, dP,(z) _ (—1)% d'rm l 
EY. 6—0 (1) dem | , 2 darem 71) zi 
_ (71)? (I--m)! d! (z—1)! d" (z--1) 
2| lm! dz! dem |. 
| (7-1)" (+m) HI m (Um (+m)! 
~ A I'm! (my D zo 2?m! (Im) 
这 样 就 得 到 等 式 
l /rm x — Um (I+m)! 
mz) OSEA ant mN” 
53 8 H 
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从 而 可 以 定 出 


最 后 就 得 到 展开 式 


e 99593, (rsin 0) = Y ` ; r! PP (cos 0). (13.194) 
例 13.4 将 函数 en 995 Jo(rsin 0) 按 Legendre 多 项 式 展 开 . 


解 仿照 前 两 个 例子 ， 首 先 验证 函数 u(r,0) = eikrcos0J (rsin 0) 是 Helmholtz 
方程 
V?u + (k? + 1)u = 0 


的 解 , 因此 , 一定 有 
eikr eos 8 Jo ( (r sin 0) gd Aij k? -1 Vk? + 1r) P, (cos 0). 
令 0 = 0, 得 
r= Ad /k? + 1r). (13.195) 
i-0 


问题 是 如 何 定 出 系数 A. 我 们 现在 甚至 不 能 在 (13.195) 式 两 端 代 入 k 的 特殊 值 
(例如 令 k = 0)， 因为 生 加 系数 A, 原则 上 还 是 的 函数 . 为 了 定 出 又 加 系数 A, 
我 们 不 妨 将 上 式 两 端 展 开 为 + 的 寡 级 数 , 而 后 利用 (Taylor 展开 的 ) 唯一 性 定 系 数 : 


nV” VE 
2. (Ër) H EX las 2 r) 


ASS CH EL 
i 3 2. » ml (n— gt > J 
Jt f SUB TC A 的 递 推 关系 


VA 2l (-1)* "( 2k y 
Án. 2m 一 一 . 


2 £5 mI (n-m«3/2) Vk2+1 


逐次 取 n = 0,1,2,…… 这 样 就 能 求 出 Ao, Ai, An, 
其 实 更 简单 的 办 法 是 利用 (13.191) REK (13.195) 式 左 端 作 适 当 的 展开 . 为 
此 令 cosa = k/ V k? +1, IJ 


oo 


eir — firmen — A (äi UN &? -1r) Pr(cosa). 


[EU 
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与 (13.195) 式 比 较 ， 就 定 出 
= (21+1)iPi(cosa) = (21+1)iP,(k/ VE2+1). 
因此 最 后 就 得 到 展开 式 
eikrcos0 J (r sin 0) = -5N 21-1) i! j(V/k? 4-17) Pi(cos 0) Pi (k/ VE2+1). 


1-0 
或 者 引进 记号 
t=rvVk2+1, Tr = t sin a, kr = t cosa, 
则 (13.197) 式 可 以 改写 成 


(214-1) i! ji (£) Pi(cos o) Pi(cos 0). 


wÉ 


eit cos a cos 8 J (t sin asin 0) = 


ES 
lI 
o 


这 里 遗留 一 个 问题 ， 即 根据 
SAVE = Y Quit (VEIT) Pi (k/ Vk2+1) 
t=0 i=0 


(13.196) 


(13.197) 


(13.197) 


(13.197") 


而 定 出 A 的 合法 性 . 换 句 话说 ,函数 eT 按 球 Bessel 函数 j (Vk2+1r) 展开 是 否 


具有 唯一 性 ? 也 就 是 说 , 展开 式 


Yo Enn) = Y [rente vie) ANNE =0 
1=0 ‘=0 


是 否 意味 着 一 定 有 O, = 0? 其 实 , 这 实质 上 还 是 一 个 Taylor 展开 的 唯一 性 问题 , 因 
为 我 们 将 (13.197) 式 两 端 进一步 展开 为 + 的 老 级 数 ， 则 按 寡 级 数 展 开 的 唯一 性 ， 


两 端 r° 项 的 系数 (注意 它 只 来 自 jo (Vk2+1r) 项 ) 必 相 等 , BI 
Ao = 1. 


因此 (13.1977). 式 约 化 为 


oo 


YET = (QI+1)i (v E17) Pi(k/ Vk 4-1). 


l=1 


然后 再 比较 等 式 两 端 r! 项 的 系数 ( 它 只 来 自 ji (Vk2+1r) 项 ), 又 得 到 
A1 = Si Pi (k/ Vk2+1). 
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如 此 继续 , 就 可 以 证 得 (13.196) X. 

上 面 的 论证 过 程 还 可 以 略 加 修改 : 首先 在 (13.1977) 式 两 端 代 入 + = 0， 从 而 
导出 Ap = 1; 而 后 两 端 对 n 求 导 再 代入 7 = 0, 又 得 到 A = 3i Pi (k/ Vk2+1); 如 
此 继续 ， 亦 可 证 得 (13.196) 3X. 我 们 当然 熟悉 ， 这 正 是 证 明 Taylor 展开 唯一 性 所 
用 的 方法 . 

BJ 13.5 将 例 13.3 与 13.4 结合 起 来 ， 也 可 以 将 函数 eiercos0J (rsin0) 按 
Pm(cos 0) 展开. 这 时 因为 ei^7 7959. (rsin 0) cos mó 也 是 Helmholtz 方程 

V?u + (k? + 1)u = 0 
的 解 ， 因 此 有 


eiT cos J n (r sin 0) 2» Aij +1 VK? + 1r) P?" (cos 0). 


Sale sin" 0, So, 0, 则 得 到 


rmeikr 一 Y C 1)" A ET / k2 4 1r). 
i—m 


现在 的 问题 是 如 何 将 左 端的 函数 也 按 球 Bessel 函数 (VET Ir) 展开 ， 从 而 定 出 
Sieg A. 为 此 仍 令 


t=rVk2+1, r= t since, kr = t cosa, 


于 是 


eikr — et cosa 一 Y (41) i! i (£) Pi (cos o) 
I=0 


或 oc 
eit? = X (21-1) i ji (t) P, (2). 
1-0 
两 端 对 zx KF m 次 , AERA sin" o, 得 
(ir)™ei = 》 (21+D1) ij (t) ( -1)* PP (z), 
l=m 


所 以 就 得 到 


oo oo 
i i S mi m m m) 
rmeikr 一 rmeitcosa 一 之- (21+1)i"t t) Pr' (cos o) = Kl -1) A (my 1 (t), 
l=m 
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从 而 定 出 
m (I—m)! 


(lm)! 


A, = (21-1) it P?” (cosa). 
最 后 就 得 到 展开 式 


eitr coso J (rsin) = ena d "i GE ji( V 8-17) PP (k/ V k2+1) PI^ (cos 0), 


(13.198) 


或 者 写成 
eit cosa cos J (tsin æ sin 8) = meng (E ji(#) Pt" (cos o) P?" (cos 0). 
(13.198) 


SS 讨论 xb (13.197) 和 (13.198) 两 式 , 还 可 以 有 另 一 番 解 读 . 为 此 , A (0,0) 
35 (ap) 的 夹 角 为 P | 


cos y = cos 0 cosa + sin8sina cos($ — $^), 


则 按照 (13.191) 式 及 连带 Legendre 函数 的 加 法 公式 (10.116), 有 


gites — (21+1) i j, (t) Pi(cos 7) 


另 一 方面 ， 按 照 (13.156b) 式 , 又 可 作 展 开 
eit cos y = eit[cos 8 cos a+sin 0 sina cos($—6")] = elt cos0cosa . eit sin 0 sin a cos($ — $^) 


— elt cos 0 cos œ [po(tsin sino) +2 >` i" JA (tsin @sina)cosm(é—%')|. 


m=1 
两 式 比较 ， 就 可 以 得 到 (13.197) 和 (13.198) X. 
例 13.6 将 函数 sin vti lsin vetit l Æz=0 点 作 Taylor 展开 . 
NE 这 是 一 个 有 直接 物理 应 用 的 例题 . T 
vVz+1-1 . Viit,- cost — cos yz + 1t 
2 


Sin — sin 
2 


$13.2 ”一 些 函 数 的 级 数 展开 361 


是 单 值 函 数 , 在 z 点 解析 , 故 可 作 Taylor 展开 : 
cos Vz + It = Y Ur 1) (ripe = CD x j ul H Ge 


(2n)! — 
< 1 z (-1)* n! 2n 
-2 > Qn)! (n — DU IE 

oo 1 [|° (一 1)" Vn n 2n 
St: n ‘T (n 1/2) (n — D! IC ) E 


oo 1 oo ( 1)*+! t 2n 
-Xi [5X 3s (3) E 


i-0 ` 
oo E I | 
=5 ei ttl (t), (13.199) 
1=0 
所 以 
. /z+1-1 . vz+1+1 1 <S (-1)7! . 
sin — t sin j t= 2 » ( amt ERE 1(t)z! 
(EN 
=L PE ah d +2 i (t). (13.200) 


从 以 上 计算 过 程 可 以 看 出 , 级 数 (13.200) 在 整个 z 平面 上 都 收敛. 
在 讨论 多 原子 分 子 的 转动 光谱 和 原子 核 的 转动 能 谱 时 , 可 以 用 到 这 个 结果 . 根 
据 量子 力学 的 计算 ,这 类 体系 的 能 级 是 
E(I) = i I(I 4-1), (13.201) 
其 中 无 是 Planck 常数 , .7 是 体系 的 转动 惯量 ,7 是 体系 的 总 角 动 量 . 按照 量子 群 
的 理论 ， 上 述 能 级 公式 可 修改 为 “q 转子 ”转动 能 级 公式 


E(D = 2 [IT + 1], (13.202) 
其 中 [z] RA q 数 : 
[z] = GE = Esseg (13.203) 
特别 是 当 In 为 纯 虚 数 ( 记 为 iy) 时 , 有 
EQ) = h? sin Iy sin(T + 1)y _ h? cosy — cos 2T + Dy (13.204) 


27 sin? y 2 2sin?4 
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为 了 研究 (13.204) 式 与 (13.201) 式 之 间 的 差异 , 可 以 将 (13.204) 式 展 开 为 I(I 十 1) 
的 级 数 . 这 只 需 在 (13.200) APRA z = 47( + 1) 即 可 得 


cos(27 + 1)y = >` uu ytl ay) [AI + 1). (13.200) 


~ 


因此 ，(13.204) 式 可 以 展开 为 
: ` I+1 
T =+ 2 e dm Zya) EE + Dp. (13.205) 


813.3 有关 Besse 函数 零点 的 级 数 
ik C; 是 Bessel 函数 J (z) 的 第 ; 个 正 零点 , v > 0, 求 级 数 和 


SCH 
Sanw = >` Qn 
i=1 vt 


考虑 函数 (1—27)^z". 可 按 本 征 函数 组 (J, (Caz).i=1,2,3,...) 展开 得 


(1 — z2 = Ya, i(n)J, (G z), (13.206) 
i—1 
2 1 ml . 

ay (n) = Wa (1 — 22)^z"*1J, (C, z) da. (13.207) 


利用 Bessel 函数 的 递 推 关 系 


zo ple (Guam) = sr (2). (13.2082) 


1 d 
二 二 ber, (Gaiz] = — Jp (Gaz), (13.208b) 


容易 求 出 
f _ _ 2 | ! AUT . = — 2 _ 
Dal z(a sya = t 


9 1 
ovi — ge ts h, c an an) da 


2 2 1 
" J2 (Ci) ra i) A i f Lee ff (Ç, Z) dr 
2 "T" 

J2 (C3) Jus 2 (Cy, i) 一 my 


Coi) = DÉI Jui 
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更 进一步 , 还 有 


2 7! Gun et) 
G, (n) = 五- 一 一 一 < 1- r°)’ Jy (C. z) dz 
(n) X6 ( ) (ç Z) 


kaz Í (1— 22713723, , (G z) dz 
UK v,i 
1 
er je h (1 — r?) rt e, Tall dz 
+1N SL; v,i 
-了 = Í: ñ ` z [0 ZT) lot] z7"J, (C, iz) dz 
J2, v,i vi 


= 2^ Dy + mov (n — 1) — 2(n — 1)ov;(n — 2). 


Gi 
考虑 到 Gy, (0) 及 æn ill) 的 具体 形式 ， 不 妨 令 
1 
Gy (n) = Ee er (13.209) 
Wë ; 
C, (0) —2, C,i(1)— : CN D (13.210) 
Cy (n) 满足 的 递 推 关系 
C, (n) = = [2(u+n) C,,,(n—1) — 2(n—1) Cui(n—2)]. (13.211) 
由 此 即 可 逐次 得 出 
C,, (2) = 2 a (13.2122) 
C, (9) = "H 一 Sg (13.212b) 
| 2?3T (v + 5) 2103? T (y + 4) 283 
C, (4) = G.T(v*1) G, o+?) + d (13.212c) 
21443.5T(v--6) 2!53.5T (v 4-5) | 2193?5(v + 3) 
OUO ar Ta) d. Tem? qu o 0 0999 
C, ,(6) = 217325 r (u +7) 213252 T (v + 6) 
á (6) = Q3 T'(u+1) q9 r(v-2) 
214335 D (v + 5) 211325 
OG T3 G (32126) 
40- 219375. 7T'(v-8) 219335. 7D (v +T) 


Ee T (v 4 1) e T (u + 2) 
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21632527T (y+6) 215325.7 


EE rt (13.212f) 
nun ZE CH 
ër EE E quaa, 
另 一 方面 , 将 (13.209) 式 代 入 (13.206) R, 有 
(1-22) = > eecht a7" J, (Graz). 
两 端 微 商 , 并 代入 zx = 1, 就 得 到 
Y^6,40) 一 2， (13.213) 
ici 
Y Cuiln) =0,  m22. (13.214) 
ici 
由 此 即 可 求 出 52% 的 值 . 例如 , 由 (13.210) K (13.213) Ñ, 即 得 
S2, = > = = 5 -— t (13.215a) 
根据 (13.212) 及 (13.214) 式 ， 就 能 够 求 出 
Sau REH = 3 e et n (13.215b) 
Se, = ESTE Kan = x re) (13.215c) 
S, TTY ee 
-5 CC Ze "E 3)» 4-4) (13.215d) 
S10w = DS BT Se, 
=% (vx 184 jio 3j Tiva 5 (13:215) 
De" E BI) Sew 
1 
+ 


64(z 十 1)(z 十 2)(z 十 3)(z 十 4)(z 十 5)(z 十 6) Sew 
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1 21v? + 1817? + 513v + 473 
=a (v4 D8v + 2)3( + 3)(v + AJ(v + Syo + 6) ' (13.2181) 
3 5 
GENIE 7" 3o0042)049)-7) 
i 
+ FIT I) jU A 9" 
1 33/5 + 329? + 1081v + 1145 
- 29 PHI (v42)99(v4-3) (v -AY(vo-5)(v--6)(v4- T)" (13.2158) 
7 a, — 3-5 
22(v--1)(/-8) ^" 2*(v-1)(v-2)(v-7)(v--8) 
5 
* 38731) To) 3) 6) 7) (v8) 
1 
(v4-1)(v--2)(v4-3)(v --4)(v4-5)(v4-6)(v-- 7)(v--8) SB. 
_ 1 429v5 十 7640v4 十 53752v3 十 185430v2 十 311387z 十 202738 
9216 (v4-1)8(v -2)*5(v--3? (v 4-4)? (v -5) (v -6)(v-- T) (v -8) ` 


计算 So, 的 另 一 种 方法 是 将 整 函数 J,(z) 作 无 穷 乘 积 展开 : 
T (v4-1) (3) Lisi = TI ( - z ) . (13.216) 


k—1 vk 


两 端 取 对 数 微 商 , 并 利用 Bessel 函数 的 递 推 关 系 , 就 得 到 


oo 


Yap) OR. (13.217) 


J,(z) k= Cok 


这 就 是 函数 — 进一步 将 上 式 右 端 作 展开 , 得 


"OBERE Le _ 
FADE - => 2 SE) =Y (za): Men 


S14, = Siow 


Sie,» = KEN 


Sio,» 


(13.215h) 


k=1 wk 1=0 
oo 
=2Y Sas2w 2”, — |z| < Gua, (13.218) 


因为 61 是 Juv(z) 的 最 小 正 零点 . 再 利用 Besse 函数 的 级 数 表达 式 ,， 导出 52n,, 满 
足 的 递 推 关系 


Y suis erem à ere ERIT 
s (n —- KIT (n—k- v1) UU AT (ntv?) 


分 别 令 n = 0, 1,2, ttt, 就 可 以 逐个 求 出 92nv 的 值 . 


(13.219) 
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814.1 柱 函 数 的 Fourier 变换 
作为 本 节 讨论 的 出 发 点 , 通过 直接 积分 , 我 们 可 以 证 明 


zy 1 ! —iz v—1/2 
() M9 ro ra 0 
或 1 2 一 u+1/2 1 . v-1/2 
r m e 8-397 ayse 0419 


这 个 结果 , 可 以 看 成 函数 
(1-2?) Tan - le) = c -a23) ,lz < 
0, |z] > 1 
的 Fourier 变换 . 相应 的 道 变换 是 


d. IR Hell de = ft EI Han a. (141b) 
Vn J- x I (v41/2) 


还 可 以 将 上 面 的 结果 进一步 改写 为 余弦 变换 : 
—u+1/2 1 _ 
d um / (1— vii 1⁄2 cos zy dy = z "J, (z), (14.2a) 


M 2 一 “十 1/2 2 v-1/2 f 
"HE J (zx) cos zy dz = rum - ac n(1 — [yl). (14.2b) 


以 上 诸 式 的 成 立 条 件 都 是 Re v > -1/2. 
由 于 余弦 变换 及 其 逆 变 换 的 核 具 有 相同 的 形式 ,故我 们 既 可 以 将 (14.2a) REK 
为 函数 (1-22) "n0 ai 的 余弦 变换 ， 而 将 (14.2b) 式 看 成 它 的 逆 变换 ， 反 之 ， 
也 可 以 将 (14.2b) 式 看 成 r” J(e) 的 余弦 变换 ， 而 (14.2a) 式 则 是 它 的 逆 变 换 . 
从 (14.2a) 式 出 发 ， 能 够 导出 有 关 柱 函数 Fourier 变换 的 更 多 结果 . 例如 ， 对 
(14.2a) 式 求 导 , 则 有 


—u+1/2 1 —1 
V cus J, y(1 — 2)” sinsydy = 2 Juy (2), 
或 者 将 v+1 改写 为 v, 有 


2 2-v+3⁄2 pf v—3/2 
nro y(1—-9?) sinzydy = z! "Jj(x), Rev»1/2. (143a) 
一 0 
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这 是 函数 z(1_z2)"-s/2n(1 — |z]) 的 正弦 变换 ， 其 道 变换 为 
9—v+3/2 
T (v-1/2) 


正弦 变换 及 其 逆 变换 的 核 形式 也 相同 , 所 以 也 可 将 (143b) 式 理解 为 17", (z) 
的 正弦 变换 , 而 (14.3a) 式 则 是 它 的 道 变 换 . 


为 了 计算 zJ, (z) 的 正弦 变换 
"HIR tJ, (t) sin zt dt = AT. t£" J,(t) (ItP sm d detdt. E n» L 
就 需要 用 到 Fourier 变换 的 卷 积 公 式 


1 [7 iac i (^ _ 
z. F(t) G(t)e^* dt = =. f(u) g(x — u) du. (14.4) 
利用 留 数 定理 (或 Cauchy 定理 ), Æ r>0, 0<a<1 的 条 件 下 , 可 以 计算 得 


9 oo 
z f zl "J,(r)sinzydz = 
0 ， 


- y(i)? na- — (430) 


n t2 ett dt 一 f (teir/2)” e?! idt = ei"e/2 p (a) z-9, (14.52) 
0 0 
因此 _ 
«—1. ~a TA 
n tc singtdt =T (o) z“ cos > (14.5b) 
0 


(14.5b) 式 的 成 立 条件 可 延 拓 为 —1«o«1. FÆ, 当 -1/2<v<1/2 时 , 有 


sgn y eizy 2i ° —2v-—1 ,: 
= sin zz d 
= ` WË" y n Jo y y ay 
E dw 
e . 14. 
2 T (2u+1) cos nv sen T (14.6) 


再 结合 041a) 式 的 结果 , 就 能 写 出 


f t"J, (t) sin z£dt = — J Lef CA ("een d ei?t qt 
0 2i —oo 


1 P(2v-1)cosmu» f! 21v—1/2 -2v-1 
-———————— ——— 1 一 一 —u)du. 
VR a ARD (v41/2) J, (1-w?) |z—u| sgn (z—u)du 


直接 援引 笔者 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 
版 社 ) 中 第 十 章 例 10.9 的 结果 ,就 得 到 


fa | eso Se (r-1. man 
一 t" J, (t) sin zt dt = n(x — 1). 14.7 
T Jo T (—v + 1/2) (z? 一 vu" 
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以 上 给 出 了 几 个 涉及 柱 函 数 的 Fourier 变换 式 . 在 此 基础 上 ,应 用 Fourier 变 
换 的 Parseval 恒等式 , 可 以 进一步 计算 含 柱 函 数 的 积分 . 例如 ， 如果 函数 f(x) 和 
g(z) 的 余弦 变换 分 别 为 Fely) 和 Gely), BH 


F.y) = "B n "f()coszydz, Ge(y) = "B n ` g(z) cos zy dz, 


则 Parseval 恒等式 


reyes = [^ restos (14.8) 
0 0 
成 立 . 因此 , 由 (14.2b) 式 及 nl 的 余弦 变换 
Ju r^ lcoszydz = "HI P: 0<o<1, (14.9) 
就 可 以 推出 
CQ 一 v 一 1 2 工 (a) TQ 1 v—1/2 oy 
n z J,(z)dz = dasste COS Ff (1 一 y?) y dy 
_ 1 T (o) cos rto T (v + 1/2) T ((1 — o)/2) 
J/n£?T(vX1/2^7 2 — r(v-1-aJ2) 
_ 909a—v-1 r (a/2) 
=2 FT oy (14.10) 


这 个 结果 是 在 0 < a < 1, Rev < 一 1/2 的 条 件 下 得 到 的 , 但 可 以 延 拓 到 0 < a < 
Re v 十 3/2. 这 个 结果 也 可 以 理解 为 函数 rt (x) 的 Mellin 变换 . 
同样 ,如果 函数 f(z) 和 g) 的 正弦 变换 分 别 为 Fy) 和 Gy) El 


F,(y) = /2 n "f()smzydm,  G,()= "B f ” g(z) sin zy dz, 


则 也 有 Parseval 恒等式 
n ^ f(a)g(z)dz = n ^ F.()G.(y)y. (14.11) 
0 0 


这 样 , 利用 (14.3b) 与 (14.5b) 两 式 , 也 能 得 到 (14.10) XX. 
下 面 再 举 几 个 含 Bessel 函数 积分 的 例子 . 
例 14.1 由 (14.7) 式 及 


2 [? 2 
Ji TEE 
7t 0 TY +a 
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根据 正弦 变换 的 Parseval 恒等式 (14.11), 又 可 推出 


n e £ (x) X 一 oum] V? + a? (y? — 17112 y. 


作 变 量变 换 = 1/y?, EAZA 
oo ar D _ 2v 1 ar V? _ u)-"-/? 
J, ome rh 


上 式 右 端 的 积分 在 笔者 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 
京 大 学 出 版 社 ) 一 书 中 亦 有 计算 ( 见 该 书 第 十 章 , 例 10.10). 因此 就 得 到 


2"T (v 4- 1/2) 
VR (a? + 112: 
这 个 结果 也 可 以 看 成 zJ (z) 的 Laplace 变换 , 下 一 节 将 直接 采用 Bessel 函数 的 
级 数 表 达 式 计算 . 

例 14.2 设 a, b 均 为 正 数 . 将 (14.3b) 式 改写 成 


n etg” J (z) dz = (14.12) 
0 


oo —v43/2 
g zl "J,(bz) sin zy dz = rm (É _ y)? — wi 
同时 将 (14.7) 式 改 写成 


一 x aT jsn aya = ———H L a). 
mj " T (—u + 1/2) (y? — a2) 172 


RS, 34 0<b<a 时 , 区 间 (a, oc) 与 (0,0) 不 重合 , 故 根据 正弦 变换 的 Parseval 恒 
等 式 (14.11) 就 可 以 断定 , 一 定 有 


n zt, (ax)J, (bx) dz = 0, 0<b<a. (14.13a) 
0 
而 当 0<a<b 时 ， 


oo 95—vt2g9up-v b y(P? _ Dee 
uv] J,(bx)dx = rr | LOS O 
f z n (az)J, (bx) dz LI(-u-1/2)T (v —1/2) Ja (y? — a2) H? dy 


9#—uv+lqn#b- uU b2 (b2 — p) 
" F(CCac1/2r(-1/2) | Ga 


作 变换 z = (t — a?) / (8? —a?), Bü 


t—a2 = (2 ail, P-t= (2 —a2)(1—z), dt = (b? — a?)dz, 
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于 是 
b2 2 v—3/2 1 
/ (b t) Us dt — (9? _ ey g-^-M2 — z)” 3/24z 
a2 (t 一 a2) 0 
v-u-il (—u + 1/2)T (v — 1/2) 
= (b — gaa)” IT 
( ) Dir — p) 
最 后 就 求 得 
oo p—v4ol m 
f g^ "*1J (az)J,(bz)dz = or” — a?) TT, O<a<b. (1413b) 
0 一 


例 14.3 考虑 函数 Jo(z)n(z) 的 Fourier 变换 


= I [Jo(z)n(z)] e PV dz = E É Jo(z) [cos zy + isin zy]da. 
引用 (14.20) 及 (14.7) REAR, 即 得 


— —1 < v < 1, 
1 9o J and 2m J/1— y? 
V 27 J hotel 77) i seny y«-1Hy1 
Vn a —1' | 
又 因为 


sinz evas = dÉ ] 
zJ > 5G "ai 


所 以 , 根据 Fourier iess (14.4), 就 有 


IR Jo(t) sini f) a=; f 1 eta f cos zt dt 
z—t 2 —1 1-12 0 1-182 


由 (14.24) 式 , 即 得 


/ B Jolt) H dt = 5Jo(2). (14.142) 
0 z— 
作为 它 的 特殊 情形 , z = 0 时 , 还 有 

Í x Jo E dt = (14.14b) 


本 章 的 S14.5 中 还 将 计算 类 似 的 积分 , 例如 
[?? sint ° sint 
f Jo(zt) — dt 与 / Ji(zt) — dt, 
它们 都 是 间断 函数 . 
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814.2 Kenn Laplace 变换 


例 14.4 vgl e CT (t)dt, Rev > 0, Rep > 0. 
BE 将 J,(t) 的 级 数 表 示 代 入 , 并 逐 项 积分 , 即 可 直接 得 到 


oo oo n 1 2n-v oo 
nu e SI LU ` (3 ) f e Pint Lat 
0 ~ nT (n+v+1) \2 0 


E (-1)* 1V7*" T (9n + y) 
LE esau ) pt 


M 


)* v) 2n 
- (x) > E een (z) , Rev»0. 
TIR] 9 
(TES) epe greet 
LC Aug. mer 
即 可 求 出 上 面 的 级 数 的 和 函数 
IR enses -i(my rr = 
8 ; (VI+ +p) ` (14.15) 


在 上 面 求 和 时 需要 用 到 Re (1/p) < 1 Bl Rep > 1 的 限制 . 但 本 题 的 积分 显然 在 
Re p > 0 的 条 件 下 收敛 ， 因 而 作为 Laplace 积分 ,一 定 在 Re p > 0 的 半 平 面 上 解 
He, 因此 ,以 上 结果 也 就 一 定 在 Re p > 0 的 半 平 面 上 均 成 立 . 


例 14.5 计算 T e^**J, (t)dt, Rev > —1, Rep > 0. 
0 
解 将 (14.15) 式 对 p 求 导 , 即 得 


d °° dt °° 
一 一 e Pty (t) — =f e PI (t)dt 
5S GEN 四 


@ 引 自 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 )， 第 四 章 ， 
(4.33c) 式 . 
© 见 《 数 学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 学 出 版 社 ), Sie, 813.3. 
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= cd ( 二 +1) 


"E 
= (Vi Fp +p) ^. (14.16) 


此 式 在 Rev > 0 的 条 件 下 成 立 . 但 所 求 积分 显然 在 Rev > —1 的 条 件 下 收敛 , 故 
可 采用 解析 延 拓 的 方法 将 上 面 的 结果 延 拓 到 Rev > —1. 


另外 , 在 上 述 积 分 中 直接 代入 J,(t) 的 级 数 表达 式 , 在 Rev > —1 的 条 件 下 逐 
项 积分 , 也 可 计算 得 ? 


É e PtJ,(t)dt = Y CD” (^ IR e Ptntvag 
0 ú Lan (n +u +1) 2 0 
E (-1)* U Sc 


¿nil (n + v + 1) 2 pen 
nC 1)*T (2n +u + 1) > 
ESP vi) n! T(n+v+1) > 
VI+ +p) 
- 人 


例 14.6 计算 n e Pt" J,(t)dt, Rev > —1/2, Rep > 0. 
40 


RE 此 积分 显然 在 Rev > —1/2 的 条 件 下 收敛 , 仍然 是 将 J,(t) 的 级 数 表示 代 
入 ,并 逐 项 积分 , 于 是 有 


[== wel DT [emma 
= —  . V 一 e 
0 Ë " AX (n-tv) 2 0 


_ Y (-1) IN T (2n 4 2v + 1) 
i £— nT (n v +1) X2 p» 
oo 


-y (-1* T (2n +2 +1) /IN 1 
i n! T(n+u+1) V2 p2n+2v+1 ` 


Wig D 函数 的 倍 乘 公式 化 简 , 并 且 在 Rep > 1 的 条 件 下 (利用 二 项 式 展开 公式 ) 将 
级 数 求 和 , 即 可 得 到 


oc ° (—]n 92n*2v 2ndv 1 
enga = 3 53 P (nd v 1/2) (3) : 
0 


n! ot 27m 十 27 十 1 
n=0 vm 


@ 以 下 计算 中 的 级 数 求 和 需 用 到 吴 崇 试 编著 的 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》( 北 京 大 
学 出 版 社 ) 一 书 第 四 章 中 的 (4.40) R. 
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(—1 (n +u + 1/2) 
SCHER x p^ 
2" T(v*1/2 [,, 1 70/2) 
m Vm pt WS 


XT (v + 1/2 
= E (14.17) 


以 上 求 和 时 用 到 Rep > 1 的 限制 ， 但 根据 与 例 14.4 同样 的 理由 ， 可 以 延 拓 到 
Re p > 0 的 半 平 面 上 . 以 下 两 个 例题 中 , 也 将 用 到 同样 的 做 法 , 就 不 一 一 讨论 了 . 


例 14.7 计算 IR e ?*t"*1J,(t)dt, Rev > —1, Rep > 0. 
0 
解 同样 将 J,(t) 的 级 数 表 示 代 入 ， 并 逐 项 积分 ,得 


[ e Pr (t)dt = Y (-1)" 1 2n+v [ QU pmi 
0 ú n!T (n - v + 1) \2 0 

Y (—1)" (KM T (2n + 2v + 2) 

i nlT (n +u -- 1) X2 pov 


Bas -1)^ T (2n + 2v + 2) (^ , 


n^ T(n+u+1) X2 p2n+2rv+2 


如 (—1)n 22n+2v+1p (n +v +3/2) /iN 1 
=> n! yn 2 p2n+2u+2 


0 
27*1 8? (—1)% T (n + v + 3/2) 
> n! p nie 2 


com (14.18) 


例 14.8 计算 IR e PN, (t)dt, |Rev| < 1, Rep > 0. 
0 
解 由 (1446) XX, 有 


—pt H 
] 902 - er (+ +p) , Rer» -1, Rep > 1, 


将 u 换 成 —Vv: 又 可 得 


e PtJ_, (t)dt = 1+p2 十 , Rev <1, Rep > 1, 
n nie s (Vie er) p 
所 以 当 [Rev| < 1, Rep > 1 时 有 


oo 1 oo 
PEN Idi = ——— -pt vt) - J_, 
n e PN (dt = —— n e?! [cos vrcJ, (t) — J..(£)] dt 
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1 1 w v 
= ES — Ë vnu (VI+ +p) — ( (ën) | , (14.19) 


作为 它 的 特殊 情形 , 取 极 限 » — 0. BIA 


n e ?tNo(t)dt 
0 


l re las E (VIF +p) - (vT =+) |} 


"uc 
1 . 1 2v 
= yemas EE (VIF p) n 
-2 EA (VI+ +p). (14.20a) 
结合 (14.16) 式 的 特殊 情形 : 
°° 1 
一 t — 
n eJ) ee (14.20b) 


还 可 以 进一步 得 到 
ü e "HO (t)dt = _— Ë _ Zn (vi +p? ll ; (14.21a) 
0 


Kaes? 
IR e-**HO? (t)dt = — 1 _ h + 2i ]n (^ /1-4- p? +p) . (14.21b) 
0 VI 二 22 n 


814.3” 柱 函数 的 不 定 积 


本 节 主 要 讨论 fe etizzt Z (z)dz 型 的 不 定 积分 , 其 中 Z) 代表 v 阶 柱 函 数 ， 
而 a +u 为 整数 . 
例 14.9 计算 不 定 积分 J etizzr €, (z) dz. 


解 将 待 求 的 积分 写成 J e-?*;" @(z)dz, Hh p= i. 
直接 分 部 积分 , 可 以 得 到 下 列 等 式 : 


Jz @#(z)dz = z e ?*z" @ (z) — f- . [e7?*z" C, (z)] dz 
利用 递 推 关系 
d [2 € (z)] = z” e (14.222) 


dz 
€, 1(z) + Sisi = 一 一 Y Sich (14.22b) 
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就 能 将 上 式 化 为 
J e7?*2" V, (z)dz = erpzzz+l V,(z) + p J e z+" 6,(z) dz 
4 fren E GE Seil dz, 
亦 即 
(2v+1) fe Prz” 6,(z)dz 
一 er-pzzz+1l SEN [pe Prz + €, (z) -- e?" 2*1 Ç 1 (z)]dz. 


pe P2 Ez) +e Pz tl @ (z) = ple "z^" € eu) ; 
所 以 
forz E (z)dz = gae [0 t p€4a(z)] + C, 
亦 即 
dz Ht Re Fi Enl] +C (14.23) 


或 者 写成 变 上 限 积分 的 形式 , 并 以 J,(2) 或 Nv(z) 取代 Z (2); 则 当 Rev > —1/2 
时 就 有 


z 


t itv 1 iz „Y : 
n Dale wé (t) dt = Aut z"*1 D, (z) = iJ,+1i(z)] 


0 
1 i : 
= zat 4^ [Ji (z) F iJ, 41(2)], (14.24) 
Z ， 1 ; d 
cit,v — Dis ,u+1 : 
n NA dt = LS NA IN| 
— 1 u+1 tiz ; i u+1 
7a t e [N, (z) x iN4i(z)] F 元 2 I (u+1) ». 
(14.25) 
还 可 以 将 它们 重新 组 合 
v — 1 v+1 H 
"n t" J, (t) cost dt = Eed [Jv(z) cos z + J,+1i(z)sin z] , (14.26) 
f t"J, (t) sintdt — zat [J,(z) sinz — Jvaa (z) COS z] , (14.27) 
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] ENE costat = 7 12 IN G)cosz + Nop (z)sin z], (14.28) 
0 2u+1 
n tN, (t)sin t dt 
0 
1 u+1 . 22 十 1 
= 341 t [N,(z) sin z — N,41(2) cos z] 一 SC (v4-1) } (14.29) 


e HI 或 者 将 (14.24) 5 (14.25) 两 式 改 写成 
1 


z 
n eil "zl J (t) dt = a [J, (2) F iJ,41(2)], (14.24) 
n etit- N, (t) dt 
0 
iaTiz 
= b [N,(z) + iN,a1(z)] F PUT (v4-1) } (14.25/) 
由 此 又 可 以 导出 
7 — v = u+1 
n cos(z — t) t" J, (t) dt w417 Ja (z), (14.30) 
? 1 
/ sin(z—t) t Jy(t) dt = — 2 a) (14.31) 
z 1 2P (u +1) 
—t)t"N,(t) dt = VIN, (ei 一 一 —— — si . 
n cos(z — t) (t) 241 Ë (z) - sin d (14.32) 
z 1 +T (y+1) 
: _ v = 2 十 1 
f sin(z —t) t" N, (t) dt See Ë N,+1(z) + — cos d (14.33) 


当然 将 (14.26) 一 (14.29) 各 式 适当 组 合 也 可 以 导出 这 些 结果 . 
Bj 14.10 直接 分 部 积分 , 就 可 以 得 到 递 推 关系 
fz e, i(z)dz 2e P*z" @ (z) +p en ez) dz. 
RA p = Fi 并 援引 (14.23) 式 的 结果 , 即 得 


]*** €, i(z)dz 


i = 1 iz, = . > 
=e Eua) - unoque | Zaal) +i £G)| +C (14.34a) 
etiz v va 8 , 
se t 6) +z (e As +i Sail ) +C. (14.34b) 


也 可 以 写成 变 上 限 积分 的 形式 . 以 Bessel 函数 为 例 , 就 有 


z 
n ett J, i(t) dt = e£2"J, (z) + 
0 


士 iz ¿u+1 : _ 
3415 ^ [FiJ,(z) — Ju4i(z)] (14.352) 
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= I— TENE 十 2xf1[J a (2) = i, (z)] } (14.35b) 
在 此 基础 上 就 可 得 到 
n tJ, 1(t) cost dt 
= z"J,(z) cos z + EN [J,(z) sin z — J,+1(z) cos z] (14.36a) 
- M [z*1,(2)cosz + +1 [Ji(z) cosz + J (2)sinz] }, (14.36) 
n GJ 3 (t) sintdt 
= z"Jy(z)sinz — wd z"*1 [J (z) cos z + J;,+i(z)sin z] (14.36c) 
- zar Mo sinz + z^ [J -1(2)sinz — Jy(2)cosz]}. ` (14360) 
还 可 以 将 (14.35) 式 改写 成 
n i etit- J, (t) dt = z”J, (z) + 3i zt [FiJ (z) — J,,+1(2)] (14.372) 
- - r0) H del sell, (14.370) 
在 此 基础 上 又 可 以 得 到 
n t" J, 1 (t) cos(z ^t) dt = z"J,(z) 一 zu ea) (14.382) 
-= x {e Jue) + 23 0)). (14.38b) 
n ° GJ 3 (t) sin(z-t)dt = zzp (2. (14.38c) 
对 于 Neumann 函数 , 在 Rev > 0 的 条 件 下 , 也 有 类 似 的 结果 : 
n Í e*tvN, (t)dt 
= et, N, (z) + SC [ees [+ iN (2) ~ Ni (z)] + Zr (v) } (14.39a) 
_ x [rms + eror IN, az) x IN, (z)] + P D () } (14.39b) 


f t"N, 1(t)costdt 
0 


= z”N, (z) cos z + 


27 十 1 


[z [N,(z) sin z — N,41(2) cos z] + T (v) ) 


(14.40a) 
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-l Jy "m 2" 
= t N,(z) cos z + a" |N, 1(z) cos z + N, (z) sin z] + al (v) ^ 
(14.40b) 
/ PN, a (t sint dt 
0 
= 2"N,() si ESI z"*! [N,(z) cos z + Ny. ,1(z) sin z] (14.40c) 
1 ; 2 十 1 : _ 
nim zu N,(z)sin z + 2^*! [N,. 1 (z) sin z — N, (z) cos z] I (14.40d) 


f sit le, (t) dt 
0 


L 1 u H eris vV 
= z”N, (z) + 2011 t *lDxiN G) — Nvaa(z)] + — T (u) ) (14.41a) 
. etiz » 
nb ES +z” IN, a (2) + iN ()] + ux? T (v) } (14.41b) 
z 
n ON, 1(t) cos(z — t) dt 
0 
v 1 v vl (v 
= z”N, (z) 一 211 t "UN,a(2)242 r cos a} (14.42a) 
1 v v ,l(v 
= xxl N,(z) + z"*N, 4(2) 4-2 e ) cos Jl (14.42b) 
f tN, _14(t)sin(z—t) dt = = Jane + Pre) sinz}. (14.42c) 
0 


例 14.11. 根据 柱 函 数 的 递 推 关 系 (14.22b)， 可 以 直接 证 明 
J etza” X, 4 »(z)dz 
= (2v-2n-2) J etu l9 .a(z)dz- J etiz zv f, .(z)dz. (14.43) 
这 样 , 由 例 14.9 和 例 14.10 中 得 到 的 积分 [e etizzx €, (z) dz, Je €, 1(z) dz 出 
发 , 就 能 导出 全 部 积分 
Tee €. (z) dz, n = 2,3,4,- 


例如 , 34 n = 2 时 ， 就 有 下 列 结果 (它们 的 成 立 条 件 是 Rev > 1/2): 


f ett J a(t) dt 
0 


tiz vcl 
| 2v—2 eiu e 


= Te [J, 3 (2) F ig,(2)] — "aer UO TiLa(), (1444) 
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n tJ, att) cost dt 
0 
= d [J, -1 (z) cos z + J,(z) sin z] 
gyti 
Ëer [J,(z) cos z + J, +i (z)sin cl, (14.45) 
n t" J, a) sintdt 
0 
= et [J, 1 (z) sinz — J,(z) cos z] 
z^" 
WËSSE [J, (z) sin z — J,+41 (z) cos z]; (14.46) 
n ett N, (t) dt 
0 
2v—2 i . 
= Seier [N,_1(2) = iN, (z)] 
eis zz 十 1 210 2XT(v) 
EZ iN, ga. 5-9 Vl 14.4 
ari NO e iNvaG)] + 7 Qv -1)Qv41) (14.47) 
n tN, (t) cost dt 
0 
—2 
= - rZ [Ny_1(2) cos z + N, (z) sin z] 
z^ 
-37I [N (z) cos z + N,+1(z)sin z], (14.48) 
n ON, 21) sintdt 
0 
= — [N, i(2)sinz — N, (z) cos z] 
v— 
gun , 2 T(V) 
- [N,(z)sinz — Nv41(2) cos z] + CHERCHER (14.49) 
n e*t», 2(t) dt 
0 
2v-2 , . z^ . 
7524 [J,1(2) F iJ, (z)] 一 2711 [J,(z) * i, 4i (z)], (14.50) 
* v 2v-2 , zn 
n Call cos(a—t) dt 27 2 all Sch (14.51) 
SÉ . 2v-2 , Dag 
n tus sin(27t)dt Se) = Zaa (a): (14.52) 


z 
n etit- N, 2(t) dt 
0 
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2u—1 v On LI WE) v+1\2 
EIS 二 _2TCHD ( , ) 


n (2v-1)Qv1) 


n UN,  »(t) cos(z—t) dt 
0 


2-2 , zl 2 ?T(v41) , 
m 27 1^ N,-i(2) 一 2,41 (9 t 元 EENEG tie (14.54) 
f ON. 2(t) sin(z—t)dt 
0 
2v—2 v zt 2 ovr (v+1) 
2v—14 N, (z) 一 Eeer dE Th Qv -1)Qv41) cos z. (14.55) 
同样 ， 当 n = 3 B. 也 有 
n Dad J (t) dt 
0 
2v —4 +iz v— v . 
= 2v—1. {2 Jua(2) — 2 [J, (2) +U,-4(2)] ) 
is 
一 e H Vcl : 
adi U M09) - ir pac) ris), (14.56) 
n t" Ju. 3(t) costdt 
0 
2u—4 r ,_ y 
= 112 1J, 1(2)cosz — z [Ja (2) cos z + Jo-1(2) sin z] ) 
1 v v41 . 
— xu J, (z) cos z — z [.—i(z)eosz + J,(2)sinz] }, (14.57) 
n t" J, 3 (t) sint dt 
0 
2u—4 í ,_ . y 
= x 11 1J,_i(z)sinz—z [J,-2(2) sinz — J,- 1(z) cosz] } 
1 H 1 _ UcÀ . . 
xaiU J,(z)sinz — z"^** [Joi (2) sin z — Ju (2) cos z] }; (14.58) 
f ehr N, _a (t) dt 
0 


2v-4 iz f v v i 
= ze IN. a (2) =z [N,-2(2) + iN, 1 (2)] ) 
etiz 


"aqu NO EECH 


3! 27-1T (v—1) 
~ X (2v-1)2v41)' (14.59) 
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n tN, .3(t) cost dt 
0 


u 2v—4 
~ 2p—1 


[NA (2) cos z — z” [N, 2(z) cos z + N,_1(z)sin z] ) 


— v kl : 
zu N, (z) cos z — z [N, 1 (z)eosz + N,,(z)sin z] } 
_ 3! 277 T (v-1) 
x (2v—1)(2v-1)' 
n EN, a sintdt 
0 


_ 2v—4 
^ 2v-1 


(14.60) 


SIN, 1 (z)sinz — z” [N,-2(z)sinz — N, 1(z) cos z] ) 


_ v : _ wyZ 十 1 : _ . 
zal N, (z) sin z — z"*! [N, 1(z) sinz N, (z) cos z] }; (14.61) 


f e*ilt-2)t J, s(t) dt 
0 
_ 2v—4 


^ 2»v-1 


TEE EECH 


v _ rtl : 
m -fz J,(z) — z [i (2) T i,(2)] J (14.62) 
f t" J, al cos(z—t) dt 
0 
| 2u—4 
 2u—1 
01 
2v41 


Es (z) — z"J,-a(z)] 


[2"J,(z) — z"* Jo .1(z)], (14.63) 


Zv , 2v—4 , BAM 
n t" J, 3 人 的 sin(z—t) dt = z"J, 1(z) + Eeer 


äu) 
f etilt-2) WN s (t) dt 
0 

_ 27 一 4 

^ 2v-1 

1 v LEI . 

34d L N,(z)—2z [N, i (z) +iN,(2)]) 

_ 3! 2v-ip (v—1) 

v (2v — 1)(2v-1) 


n ON. a(t) cos(z — t) dt 
0 


8 2v —4 
^ 2v-1 


J, (z); (14.64) 


27 Na) [N (2) + iN, viel 


eTiz, (14.65) 


[22 Na (z) 一 z”N,_2(z)) 
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3! 2" T (v-1) 
m Qv-l)Qvai) 7 
/ ON, at) sin(z—t) dt 
0 
_ w4, z^ 3! 2" 1T(v-1) . 
73-140 t TIN (2) a a a 


积分 (14.56) 一 (14.67) 的 成 立 条 件 是 Rev > 1. 
例 14.12 计算 不 定 积分 J otiz” £;(z) dz. 


解 仍 将 待 求 的 积分 写成 J 


erer @(z)dz, 其 中 p= 土 


=. 


与 例 14.9 类 似 , 直接 将 待 求 积分 分 部 积分 , 即 可 得 到 


[r ez) dz 


= ze Pz" @ (z) — f: Dëse ziell de 


endo Si = f z [+ petr 69) emet tala 


= eai Go) ep | emi Side 


+ fera E € (z) 一 gë dz. 


因此 
(1-29) f ez € (z) dz 


= enz =” Z (z) + f e [p €) - &-1(2)]dz 


1 
= e P ez d [ 


» 1 » 
= eP Z (z) + d [e P^ 17" e i(z)] dz 


—pe P" €, iz) _ e P*.l-v 


, 


=e Prz @,(z) + ; [e ?rz 7" € a(2)] +C. 


RA p = =i, 33 v Z 1/2 时 就 有 


1 > 1 
[9 6, (z)dz = 1-25 


etis zl v[ E (z) +i 6 (z)] + C. 


也 可 以 进一步 写成 变 上 限 积分 的 形式 . 对 于 Bessel 函数 ， 有 


^ à 1 
Ht jJ, (t) dt = —— 
n ° deer 


z 


ettittl [J (t) + iJ,- (t) 


0 


(14.66) 


(14.67) 


€, (z)]dz 


(14.68) 
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1 "m 
= cene ” [J (z) € iJ, 1(z)) Fi 


T 


由 此 即 可 导出 


1—r 


n t "J,(t) costdt = I [Ju (z) cos z — J,.1(z) sin 2], 


n t ^"J,(t)sintdt 
0 


.21- T (1—u) 


sina}, (14.69) 


(14.70) 


= ER [J,(z) sin z + J, _1i(z) cos z] 一 2 一 Tuv) SA (14.71) 
还 可 以 将 (14.69) 式 改 写成 
f etit- 217v), (t) dt 
0 
= D [== [Je (2) Ju (2) F 2 as ere (14.72) 
所 以 又 能 得 到 
"n t "J, (t) cos(z — t) dt 
0 
= D ERES 一 2 "rü-v) sin tv - sin d (14.73) 
f t "Jj, (t) sin(z—t) dt 
0 
三 一 — pao 一 2 ra-» sin 7tv - cos d (14.74) 


ES THE (14.68) 式 也 适用 于 Neumann 函数 . Rev < 1/2 的 条 件 下 ， 可 以 有 


下 列 变 上 限 积分 : 
n e**t-"N, (t) dt 
0 
1 21- P (一 
= ESCH G [N, (z) + iN, 1(2)] + 1 — cos di (14.75) 
f t "N, (t) cos tdt = I Lei [N,(z)cosz — N,-.i(z)sinz], (14.76) 
0 — 


z 
J £ UN, (t) sint dt 
0 


1 D 
= — [N,(z) sin z + N,_i(z) cos z] 一 


21-v T (1—u) 
7t 


cos sch (14.77) 
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E ci(t—z) "HN t) dt 


— 1 1—v : : 21 v T (1—u) Fiz 
= n [N,(z) + iN, (z)] Ti — come ; (14.78) 
r N, (t) cos(z — t) dt 
2003 [an 21-" D (1n—v) | 
SSC Ë N,(z) — 一  9V d cos Tv - sin z |, (14.79) 
f= N, (t) sin(z — t) dt 
0 
_ 1 lv 21- r (1—u) 
=- Ë N,-i1(2) 一 一 Com cosg]. (14.80) 


Ë] 14.13 考虑 不 定 积分 J e-pzz @ (2) dz. 直接 对 其 分 部 积分 , 也 能 得 到 
递 推 关系 


f~ + (z)dz = —e "^z^" lz) 一 ellene" €, (2) dz. 


4 p = xi, 则 可 代入 (14.68) 式 的 结果 ， 从 而 得 到 


Teen €, (z) dz 


= 一 etizz-” @ (z) + Teen SLclds 


iz ,1—u 


= etz @ (z) + L E €) +i @—,(2)| +C (14.81a) 
iz ,l—rv iz ,1—v 
— _ saiz ,— Z le 72 Z e z 2v 0? 
=e GR t Ed Sao) +c 
etizj4l-v » . etiz ;—u 
— Gale) sis) e Sein (14.81b) 


同样 可 以 写成 变 上 限 积分 的 形式 : 


n e*itt^v], , (t) dt 
0 
1 
XT (v4-1) 


1 


= G [Jui (2) &iJ,(2)] — eise J (z) + } (14.82) 


1-2v 


由 此 还 可 以 推出 
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n t^" J, (t) cost dt 
0 


1 1—u . —v 1 
= ec [B a (2) cos z — J,,(z)sinz] — zJ, (z)cosz + sro 
(14.83) 
f t "Ju+ri(t) sintdt 
0 
es L UNT sin z + J,(z) sinz] — z "J,(z) sinz}. (14.84) 
—2v 


再 将 (14.82) 式 改 写成 


z 
f etit-2,-v], 1 (t) dt 
0 


= = [Jui (2) + Lei _ z vJ, (z) + sre} (14.85) 


由 此 又 可 以 推出 
f t” J +1(t) cos(z—t) dt 
0 
1 
= 1-35 ERES — zJ, (2) s|. (14.86) 


(14.87) 


Z v ; E 1 iv sin z 
n i Joi (t) sin(z-t)dt = 177 Ë MG sl 


对 于 Neumann 函数 ,也 有 类 似 的 结果 : 


n e**-"N, (t) dt 
0 


—1 /tizol- iz v 2-"T (—v) 
= 1-25 fe izel- [Np (z) + iN, (2)] 一 e*iz;—-”N, (z) 一 — SA 
(14.88) 
z 
n t" N,aa(t) cost dt 
0 
1 E 8 8 
= — [N,+i (z)cos z — N, (z) sin zl — z “N, (z) ens] 
2 "I (—v) cosnv 
^ 1-2v 元 ^C (14.89) 
n t “Ny,ri(t) sin t dt 
0 
1 
= Tay b [N, (z)sinz + N,(z) sinz] — z “N, (z) sin J: (14.90) 
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n et-2t-"N, 41 (t) dt 
0 


一 LE t [N44 (2) E iN (2)] — z UN, (z) 一 — COS 7 - e]. 
(14.91) 
n t "N,4a(t) cos(z —t) dt 
0 
= er DEE — z UN, (z) 一 TTC COS TEV - COS d (14.92) 
n t^" N,aa(t)sin(z-t) dt = — — pomo + 2 DC) Cos ot. sin d 


(14.93) 


成 立 条 件 为 Rev < 0. 
例 14.14 仿照 例 14.11， 由 柱 函 数 的 递 推 关 系 (14.22b) 也 能 证 明 


J etiz gY Sinn (z) dz 


= (x+2n+2) [ etin 6, Enai(z) dz 一 Jeer Gin(z) dz. (14.94) 


于 是 , 根据 上 面 已 经 计算 得 的 积分 J etizz Z (z) dz 和 f etizz-v @ (z)dz, 就 
可 以 导出 全 部 积分 


am ¿+a (z) dz, n= 2,3,4,..…. 
作为 示例 , 下 面 列 出 n = 2 的 结果 , 它们 的 成 立 条 件 是 Rev < —1/2: 


n eti” J, ,2(t) dt 
0 


2u+2 LL v : I 
一 一 有 Te [Jv (2) + iJ, (2)] 
etizzl-v 2i 2 "l(—v) 
iJ, i 14. 
271 [J,(z) = iJ, 1(2)] +a KEIER sin nv, (14.95) 


f t "J,+2(t) costdt 
0 
2u+2 _, : 
SH? [J +1 (2) cos z — J,,(z) sin z] 
1—v ` 
+2 [J (z) cos z — J, -1(z)sin z], (14.96) 


2v—1 
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z 
n t "Jy4a2(t) sintdt 
0 
27 十 2 


7» z^" |J+A(2)sin z + J, (z) cos z] 
gi-" . 2 2"T(-v . 
+ 2 [J, (2) sin z + J,1(2) cos z] + 元 oli? sin 7tu; (14.97) 
f ett-21-7v3, | X(t) dt 
0 
2v+2 _, . 
= ^3v41^ [Jui (2) + iJ,(z)| 
Sin , 20 2-"T(-) . uu 
T 2v—1 [J,(2) + iJ, 1(2)] t A (1-2v)(1*-2v) Sın MTY e ; (14.98) 
f t" J, p 2(t) cos(z—t) dt 
0 
2042 — BE 2 2"T(-v) . | 
= ti (s+ sinn sinz, (14. 
wi? J,+1(z) + SH (z) + DEER siny -sinz, (14.99) 
z 
f t "J,r2(t) sin(z—t) dt 
0 
2v+2 _, Die 2 2"T(-v) . 
73021 J,(z) 一 ap i302 DEIER sinzw-cosz; (14.100) 
z 
n e**t-"N, La (t) dt 
0 
2v 4-2 liz.— . 
=Š *z VIN, (z) = iN, (z)] 
etizyl—r 2i 2-"T(—v) 
+ EHS [N,(z) + iN, vill + A (1-27) 42v) COS A, (14.101) 


z 
n t VNy,+2(t) costdt 
0 


2v+2 _, . 
211^ [N,+i(z) cos z — N, (z) sin z] 


zi-" 

2v—1 

S £80 sin t dt 
0 

_ 2v+2 _ 


7 2 +1 


zl" 2 2-"Lr(-v) 
— — IN, (z) si v- = “ — T 
+ 2l (z)sin z + N,_1(z) cos z] * 3-350342) 


[N, (z) cos z — N,. 1 (2) sin z], (14.102) 


“[N,+1i(z)sin z + N, (z) cos z] 


cosztr; (14.103) 
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z 
n etit-24-vN, 2 (t) dt 
0 


2v42 , . 
= Ll [No4 (z) + iN, (z)] 
z1_u 2i 2 "T(—v) zi 
GN ee 14.104 
+N, (z) iN, 2] + rr 9x) cos ny . eT?, (14.104) 
n t "NV +2(t) cos(z —t) dt 
0 
2v42 gv 
一 一 UN, L—— Ny 
214. Nen) tg NO) 
2 2-"T(-v) f 
m ` 14. 
n ü-3»ü42vj COS u - Sin z, (14.105) 


n t “N,+ə2(t) sin(z—t) dt 
0 


2v4-2 — zi-" 2 2T (=v) 
= H v — ——N,- Ll _  ——  ，- 
oi Nw) ën Na) n (1-29)(142v) 


cos Tt» - cos z. (14.106) 
同样 也 能 列 出 n = 3 的 结果 , 它们 的 成 立 条 件 是 Rev < —1: 


f Dad wé a(t) dt 
0 
27 十 4 -ciz —Vy : —1—u 
Set L [D 2 (z) + iJp41(2)] — 271 EH 

+iz 

e l—v : — yY 

一 dÉ [1 (2) Huel — z 1) 
3!2-T(-v-1) . 
元 (2v-1)9v41) SIn AY, (14.107) 


f t” J,4s(t) cost dt 
0 


+ 


一 一 21 Iz [J,..2(2) cos z — J,+i(z)sin z] — z” 1J, Ai (z) cos z) 


1 1—v . E» 
* 35-1 fz [Ju1(2) cos z — Jy (z) sin z] — z J, (z) cos z} 
312 p (-v-1) . 
n (2v-i)v41i) ^» T^ (14.108) 


f t” J +3(t) sintdt 
0 


十 | [1 (z)sin z + J, (z) cos z] — z” J, (z) sin Jr (14.109) 
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n etit- J alt) dt 


0 
2u+4r _, . V 
— ^ 2v41 z [J +2(2) + iJ,+1(2)] 一 之 o2] 


* xi Ju" [Jus (2) + iy, GIE z™ J (2)} 


312-"-IT (-v-1 u 
mm el" 14.110 
m (2v-1)(2v4-1) Sin nay -e ; ( ) 


f t "J,+3(t) cos(z—t) dt 
0 


_ 2u+4r p vl 1 , 

ü Sak Joa) - 2 "nii al "tel" "ucl) 
312" NET EA 
n Qv-1)Qvil) sin Tt/ - cos z, (14.111) 


f t^" Ju. s(t) sin(z—t) dt 
0 


_ 2v--4 _, zi-" 3!12-v-1Dp (—v-1) 
i w41” Jeatz) 2, 41 «09 + n (2v—1)(2v4-1) 


n ett- N, | a(t) dt 
0 


sin zv . sin z; (14.112) 


2u+4 sf y . Ly 
= >+ L [N +2 (2) + iN,+1(z)| — z Stell 
+ etiz { 1v [N ( +iN ( )] — z^"N ( )} 
PESQO W zt+i(z) 士 iNv(z)| ^ 2 UN, (z 
3!127771T (~v—1) 
n (2v-1)2v41) O (14.113) 


z 
n UN, a(t) costdt 
0 


2u+4í , v 
一 27 十 1 L [N,..2(2) cos z — Ny+1(z) sin z] —z " lN, +1(z) cos z} 


1 EZ ` tot 
+ 2v-1 L IN. (z) cos z — N, (z)sin z] — z “N, (z) cos z) 
3! 2-"-1T (—u—1) 
n Qv-1)2v41) TT (14.114) 


z 
f t "Ny+a(t) sintdt 
0 


311 fz [N,+ə2(z)sinz + N,+i(z)ceosz] — z " 1N;+4(2) sinz) 


z . E | 
*2v-1 { [Ni (2) sin z + N, (2) cos z] — z N, (z) sinz}; (14.115) 
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z 
n e*07247"N, | s(£) dt 
0 


2v+4f _, . v- 
=l fz [N42(2) + iN, +1(2)] -z GE 


+ za [N i (z) + iN,(2)] - z ”N,(2)) 


312-"-1T (—v—1) _. 
S ——— . eTiz 4.11 
n Qv-1)Q»4i) TTT > (14.116) 


n t"N,4a(t) cos(z—t) dt 
0 


2v t4 —vu —v— 
— "H fz N,.ə(z)— 2 "ie 


2v+1 
3! 2-"-1T (—v—1) 
x Qv—1)Qv41) 


[27 Nas) e ND] + COS TEV - cos z, 


H 1 
2v —1 


(14.117) 


z 
n NN sin(z—t) dt 
0 


2v+4 _, gl" 3!2-"-1T (-v-1) 
- N — Z N 2: — - sin z. 
ST Men) tT) 097 sin z 


(14.118) 


例 14.15 还 可 以 从 Laplace 变换 的 角度 考察 (14.30). (14.31) 及 (14.38) XX. 
例如 , 由 


oo 

/ e Pt cost dt = Au D (14.119) 
oe 1 

f e P sintdt — GES (14.120) 


及 (14.17) R, 根据 Laplace 变换 的 卷 积 定理 就 有 


t 
EM . p 2"T(vc1/2 _ ZT(v+1/2)p 
f cos(t — r)r"J(r) dr = Pl ent ef VA + p2)e+3/2? 


d V . 1 2"T(v—-1/2 .  2"T(v- 1/2) 
n sin(t — r)r"J,(r) dr = "uud VA ERA T VA ERA 
对 照 (14.18) 及 (14.19) 式 ， 就 能 导出 (14.30) 和 (14.31) X. 
基于 同样 的 想法 ， 就 可 以 得 到 一 系列 卷 积 型 的 积分 公式 ， 例 如 : 


n J,(z)J_,(z—z) dz = sinz, —]«Rev«1, (14.121) 
0 


f J,(z)Ji-,(z—z)dz = Jo(z) — cos z, —i«Rev«2, (14.122) 
0 
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: 1 
Ju(x)J,(z—x) SS = uer: Regu0, Rev» -1, (14.123) 
0 
z - 1 1M 
o) — dr = G + d =Jutv(?， Re p>0, Rev>0, (14.124) 
0 
: T (u+1/2) T (v+1/2) i 
#(z—z)”J,(z)J; (z —z) dz = - STEE ; 
f s^ (z-a) luas (nca) de = EI ns "P 


Beien -5 Rev»-5. (14.125) 
n z"(z—z)!J,(z)J,(z—z)dz = Pryor eta, STT use), 
Reu-—1/2, Rev» —1. (14.126) 
$14.4 ” 虚 宗 量 柱 函 数 的 不 定 积 
仿照 上 一 节 的 计算 , 也 可 以 导出 虚 宗 量 柱 函 数 的 不 定 积分 
J e CH Gnad, |^ p- xl, 


其 中 Z) 代表 虚 宗 量 柱 函 数 LL (2) 或 K, (z). 在 计算 中 还 需要 用 到 虚 宗 量 柱 函数 
的 递 推 关系 


d 


dz (2° Z,(z)] = oz" 24, (14.127a) 
d 
FP E " Z,(z)] 2 oz " ua, (14.127b) 
2 
Z Ale) =o[Z (z) — Ap lz)], (14.127c) 


其 中 对 于 卫 (z)，a = 1; 对 于 K,(z), o= -1. 
例 14.16 计算 积分 fe -Pz z” Z (z)dz, p= +1. 
R 直接 分 部 积分 , 就 能 得 到 


fe -Pz G (z) dz 


= e PM G (z )ep | ee ls) de -a f evar e dz 
—e Pg (z) +p eren) dz 


2 
-feren E sona] 
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上 式 右 端 也 出 现 了 待 求 的 积分 ， 二 者 合并 , 即 得 
(2v4-1) f e7? z” G (2) dz 

= e Pzt Z 

= 79H % (z) + po e besti % i(z) + C, 


因此 
e pz ZZ 十 1 
—pz H C? 一 一 
e (dz 二 
应 用 于 L(z) a = 1, 则 上 式 变 为 
e pz ZX 十 1 
—pz "I, d = — 
fe (dz 一 2 


或 者 写成 变 上 限 积分 的 形式 (成 立 条 件 为 Rev» —1/2): 


|n) + plz) +C. 


f e 't"I,(t) dt = SZ [L.(z) + v+ (2)] 
0 2v41 URN 
n ‘eT (0 dt = ŠZ D) - pal): 
0 2v 1 ' 
还 可 以 重新 组 合 为 
z z"*1 
n t" I, (t) cosh tdt = 2731 [I (z) cosh z — Ip+1 (2) sinh z], 
z Sl 
n t1, (t) sinh tdt = SC [I (z) sinh z — L, 1 (z) cosh 2]. 


同样 , 对 于 K,(z)，a = 一 1， 则 (14.128) 式 变 为 


ePëzthl 


aga so dz = 1 Ki 一 DCH +C. 


也 可 以 写成 变 上 限 积 分 的 形式 : 


Z —t,v — 1 —z v D 
n e tK, (t) dt = zat z"^* [K (2) — Kyri(z)] 十 2 WOH 


n ef" K,(t)dt = xd [ez [K,(2) + Kv (2)] — 2"T (v1) ) 


及 


z » z"*l . 
n t" K, (t) cosh tdt = TESI [K,(z) cosh z — K, i (z) sinh z], 


EO + paa) +C. 


dÉ +pa f [ae 7 2*1 a (z) —pe P" gi) dz 


(14.128) 


(14.129) 


(14.1302) 


(14.130b) 


(14.1312) 


(14.131b) 


(14.132) 


(14.1332) 


(14.133b) 


(14.1342) 
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n t" K, (t) sinhtdt 
0 
1 


= 2u+1 
还 可 以 将 (14.130a) 与 (14.130b) 两 式 改写 为 


Jon [K,(z) sinh z + K, i (z)cosh z] — 2"T (u +1) } (14.134b) 


之 vcl 
z—t,v 各 
人/ t"I,(t) dt = ail p(z) + Laa(2)], (14.135a) 
z"*1 
"n e*-*t"L, (t) dt = az; - a). (14.135b) 
并 进一步 组 合成 
v z2"t1 
n cosh(z — t) t"L,(£) dt = 2741 i 0» (14.1362) 
g^ 
"n sinh(z — t) t"L, (t) dt = SSC (14.136b) 
0 2v+1 


同样 ， 由 (14.133a) 与 (14.133b) 两 式 也 能 导出 


f e^ *t"K, (t) dt = E I z"^*' IK,(z) - Kvi (2)] + ?T(v1)e), (14.1372) 


z 1 
t—z,v — 2 十 1 ` oi —z 
n e^t" K,(t) dt = za [K,(2) +K, ~ 2T (u+1)e L (14.137b) 


z 1 
n cosh(z — t) t K, (t) dt = DESI [2^ K,(z) + 2"T (v--1) sinh z], (14.1382) 
7 1 
n sinh(z—t) t"K, (t) dt = See [27 Kou (2) —2"T(vc1)coshz].  (14.138b) 
0 


BJ 14.17 类 似 于 例 14.16, 直接 分 部 积分 可 得 
[9799 dz 

^ 2v41 

应 用 于 L() 与 K,(z), 有 


faz” H(z) + 2H Z, tel T pa Z(z )]) +C. (14.139) 


—pz v e P* v Di 

fe Pz I, (z) dz = xul L,(z)+z tl 1i(z)+p1,(2)] J + C, (14.140) 
—pz ¿u e ?* v u+1 

fe z"K, 1(2)dz = aul K (z)+z [K,-1(2)-pK,(2)] ) +C. (14.141) | 


于 是 , 对 于 L(z) 5E K,(z), ?4 Rev» 0 时 就 分 别 有 


IR etae [z viel + 1,00] I)h, (141423) 
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f att, (t)dt = Jan D. ai — 1(2)] + SEI (14.142b) 
0 


2v+1 
与 


n e "GR. (t) dt 
Ü 


- € fn - _ 27 "T (v) 
= zu IK. (z) - K,(2)] — z K,(2))+ ST (14.143a) 
n et" K,. (t) dt 
0 
2v-1p (v) 
— u+1 _ U 
= zuU [K, ei + Kell — z K,(2)) + (14.143b) 
在 此 基础 上 , 还 能 导出 
/ e* "IL, (t) dt = za ao +I,(z)] 2") ), (14.1442) 
R t—z uU — u+1 _ U 
f e*t"L, (t) dt = zu [L.1(2) - L((2)] +z 1,(2)); (14.144b) 
n cosh(z —t) t"L, 1 (t) dt = Ee Jos + SËCH (14.145a) 
0 
f inh(z —£) t"L,. (t) dt = LAE (z) (14.145b 
, ima v-1 = ay "V^ ` ) 
n e^ 't"K, 4 (t) dt 
0 
EN 1 v4-1 m 2" !T (v) z 2 
= zal [K, (2)-K.(2)] —z Ky) yo Č (14.146a) 
| eK) et 
0 
EN 1 v41 u 2 1T (u) =z 
= zal [K, i(2)+K,(2)] -z Ks(2)}+ xii ， (14.146b) 
n cosh(z — t) t"K,. 1(t) dt 
0 
1 2v-1p 
= =+ [2^ Ko, tel — z"K,(z)] + Lu cosh z, (14.1472) 
— v _ z+1 2v-ip (v). 
n sinh(z—1) t" K, 1(t) dt = jo + Seen sinh z. (14.147b) 


例 14.18 利用 递 推 关系 (14.127), 可 以 直接 证 明 
Jeer. ail dz 


lune [ ez Anale) dz+ | ee s) dz, (14.148) 
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因此 ,由 上 面 已 经 计算 得 的 积分 f eat Z (z) dz 和 f eF 


能 导出 全 部 积分 


eT Hn(z) dz, n — 2,3, 
例如 ， 当 Tp = 2 时 ， 对 于 L (z); 有 
n e *t"L, 2(t) dt 
0 


2v—2 e zsttl 
e ?z" IL ei + L, (z)] + 


A, 


IL, (z) tla (z)] ; 


Za) 2v41 
f e't"L, 2 (t) dt 
0 
27 一 2 e?z"tl 
= 2p 19 ^. [I ti L,(z)] } 2v41 Liz L.43(2)]; 
f t"L, 3(t) cosh t d£ 
0 
2v 2 . 
= Seed IL ts cosh z — L,(z) sinh 2] 
zt 
SH [L, (z) cosh z — L+ i(z)sinh zl, 
n iL, a (t) sinh tdt 
0 
2v—-2 , . 
= 551^ [L1 (z) sinh z — I, (z) cosh z] 
z"* . 
+s [L,(z)sinh z — I-41 (z) cosh zl: 
n e^ *"L, a(t) dt 
0 ] 
2v — 271 
= 2v—1^ IL ti + I,(z)| 十 2 1 [L (2) + Ly,41(2)], 
n ezt I 2(t) dt 
0 
2v—2 , Dag 
= 2v-—14 IL ut ) 一 L,(2)] + 2p] [L (2) 一 Lutz, 
Z 2v—2 PAR! 
TL. a(t) cosh(z—t) dt = 2 L,(2), 
n 2(t) cosh(z —t) ch (z) + 3-0) 
Žv . 2v-2 , zu 
n CL alte dt Seel Secchi) 


ZY G5, i(z)dz 出 发 ， 就 


(14.149) 


(14.150) 


(14.151) 


(14.152) 


(14.153) 


(14.154) 


(14.155) 


(14.156) 
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n e ORK, 2 (t) dt 
0 
e zz" 


2v41 


27 一 2 y 
= 1° Z IK, i1(2) — K,(z)] + 


n XT (v) 
(2v — 1) (2v -1)' 


f ek, (0 dt 


0 


[K,(z) -Koy (2)] 


(14.157) 


= e£ KG) + K,(2)] + 
2"T (v) 
sc. (14.158) 


e?z"tl 
2v4-1 


[K,(2) + Kia (2)] 


n t" K, »(t) cosh t dt 
0 


2v—2 
2v—1 Z 
z+1 


“[ 区 一:(z) cosh z + K, (z) sinh z] 


SI [K,(z) cosh z + K,+i (z) sinh zl, (14.159) 


n tK, (t) sinh t dt 
0 


22, 
2v—1 
age 2T (v) 

K, inh K, hz| ———T 
zl (z) sinh z + K,4.1(z) cosh z] Gv 1v 
n e^ tK, (t) dt 
0 


27 一 2 
-2 [K,_1(z) - K,(z)] + 


2'T (v) 
Qv-1)Qv41) 


n e", 2 (t) dt 


0 


" [K,..1 (z) sinh z + K, (z) cosh z] 


+ 


(14.160) 


zr+1 


2v+1 K,(z) - Kut (2)] 


e, (14.161) 


2v —2 Bag 
E v[K,- La 
2,14 K-le) + K«(2) + 573 


2"T (v) -z 
T (we ^ (14-162) 


IK,(z) + Kv+1(z)] 


z 
f tK, (t) cosh(z—t) dt 
0 


27 一 2 Deeg 2vT (v) 
= 一 "K,- v To 
VEG) * IK) + en? 


21 2511 sinh z, (14.163) 


8144 ” 虚 宗 量 柱 函数 的 不 定 积分 397 
n tK, »(t) sinh(z —t) dt 
0 
| 2-2 , z^" 2"T (v) 
= 23—17 K, (z) 一 gyi Hl) + (2v-1)2v41) cosh z. (14.164) 
(14.149) — (14.164) 诸 式 的 成 立 条 件 是 Rev > 1/2. 
同样 , 当 n = 3 时 , 对 于 L (2), 有 
f e-*t", af dt 
0 
2u—4 .[ ,. y 
一 2v—1* fz "Liz +z IL ei + L1(2)]] 
+ e" Jan (Gitar, Gitt n (14.165) 
2v41 " v- v , : 
f ettxI (t) dt 
0 
27 一 4 
= zie [I l) zart, sti - Late ) 
+ See lG) sr, (z) 一 I, ()] L (14.166) 
J t"L, a(t) cosh t dt 
0 . 
= GE Joris cosh z + z” [L,..2(z) cosh z — I,_1(z)sinh z] ) 
+ 2041 [21,() cosh z 4- z"*! IL ti cosh z — I, (z) sinh 2] b (14.167) 
f t"L, a3(t) sinh tdt 
0 
- SE 2" ll, 1(z)sinh z + z” [L,..2(z) sinh z — L,_i(z)cosh 2 
1 
* Ee {z u2) sinh z + z“+! [I 1 (z) sinh z — I, (z) cosh z] I (14.168) 
f e^ GL (t) dt 
0 
2v-4[ ,. ; 
= y I + ooa) GT) 
1 v » 
+ zu L,(z) + z^*! [Lj (2) + L,(z)] ). (14.169) 
J et I s (t) dt 
0 
_ 27 一 4 


= z" M, (z) + z” [L,—2(2) 一 L,—1(2)]) 
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+ si {2 0) Ia) - 1G] ) (14.170) 
Ñ tT _a(t) cosh(z —t) dt 
0 
= SEN z" M, 1(2) 十 sl, stil 
tu Uv) n zl, (2)), . _ (14471) 
n et a(D sinh(z—t) dt = x - Ls) " ZA ). (14.172) 
完全 类 似 , 对 于 K,(z), 也 有 
"n e 't"K, s(t) dt 
0 
- = = "ac, ai ZK, ail ell 
ez 312"-?T (u—1 
TEE — z"K,(z) + ZU IK. ei 一 K,(2]) Sms 
(14.173) 
/ e't"K, a(t) dt 
0 
SE eler "asi ZK, s) + bei) 
Z 3!2vTp (v—1 
3 {Ke) +t Kz) + Ko) )} Di 
(14.174) 


z 
n tK, 3(t) cosh tdt 
0 
2v—4 
= Sec 1 [77 Ka (z) cosh z — z” [Ky,_2(z2) cosh z + K, 1 (2) sinh z] ) 


1 
+— -zK, 
xil Z 
EES (v—1) 
(2u—1)(2u+1)' 
f rx ssinhtat 
0 


27 一 4 
一 Se 1 [77 Ks (z) sinh z — z” [K, .2(z) sinh z + K,1(2) cosh z] 


+ 


(z) cosh z + zt! [K,..1(z) cosh z + K,(z) sinh D ) 
(14.175) 


{ — z"K, (z) sinh z + z"*! [K,_1(z)sinhz + K,(z) cosh z] y; 


1 
2v4-1 
(14.176) 


8144 ” 虚 宗 量 柱 函数 的 不 定 积 分 399 


z 
n e^ t" K, s (t) dt 
0 
_ .2v—4 
— 2v-1 


[77 Ka) — z” [Ku-2(2) 一 K,-,(2)] ) 

3!27-?T(v-1) , 

Qv-1)Qv41) ^^ 
(14.177) 


+ zal — z"K,(z) + z"* IK, i(z) 一 SEH + 


n e' "t" K, s(t) dt 
0 


2v—4f p v 
=s IV !K, 3 (2) — z [|K, 2(z) + Ky,_1(z)] 


3127r (v-1) -z 
Cr-v) ' 
(14.178) 


+ zal — z"K,(z) + z^! [K, a (2) + K, (2)] ) + 


z 
n OR, (t) cosh(z —t) dt 
0 


z” !K, 4 (z) 一 z”K,-2(2)) 


3!2-2T (v—1) 
———W h 14.1 
(Gre "ehr (14479) 
n tK, a (£) sinh(z — t) dt 

0 


2v—4 z^ 3! 2"?T (v —1) 
- "K, i(2) - Z — K, (2) + 
251^ Bv (2 a 4 E + t; TID 


sinh z. (14.180) 


(14.165) — (14.180) 诸 式 的 成 立 条 件 是 Rev > 1. 
例 14.19 计算 J e**z-" 2, v (z) dz 型 的 积分 . 
仿照 例 14.12 中 的 做 法 , 就 能 得 到 


J e*^z " Z (z)dz 


- ens 1— [a (2) + pa, teil + vA¥1/2. (14181) 


f e tt "I (t) dt = 
0 Bi 


Z 1 
t,—u — z,l—v _ 
n et "L (t) dt = 1-92» fez [Is (z) — Li( 


Glen 17" IL (2) + La(2)] 一 D (14.1822) 


Ji (14.182b) 
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由 此 还 能 组 合成 
z 1 
f t", (t) cosh t dt = zl [I (z) cosh z — Ip: (z) sinh z], 
0 1—2v 
f t "L, (t) sinh tdt = 1 ER [L,(z)sinh z — L,_1i(z) cosh z] + 
0 1-2v 


或 可 将 (14.182) 式 改写 成 


z cuu _ 1 y . 21-v z 


f e't""L(t)dt = lge 一 -1i(z)] + oU] 


0 


又 可 进一步 推出 


z v 1 v 21-v . 
J cosh(z —£) t "I, (t) dt = ESCH Ë I, (z) 一 rGj sinh d ; 


z 工 一 六 
n sinh(z —t) t "I, (t) dt = aa _ cosh d . 
0 


L (v) 
H u =1/2 时 ，(14.181) 式 不 适用 , 需要 另行 计算 . 这 时 得 到 的 结果 是 


z /2 f“ _,sinht 
—t,—-1/2 IZ -t 
n e t I1y2 (t) dt F e Ut dt 
1 
zz 元 [y +In(2z) — Ei (—22)], 
z /2 f“ ,sinht 
t,—1/2 —./ t 

f et I5 (t) dt F e t dt 

= = [y + In(22) — Ei (22)]. 


1—2v 


(14.1832) 


(14.183b) 


(14.1842) 


(14.184b) 


(14.1852) 


(14.185b) 


(14.1862) 


(14.186b) 


对 于 K,(z)， 需 在 (14.181) APRA a = —1, 也 可 以 得 到 一 系列 结果 . 但 根 
据 K,(z) = K-,(z), 就 能 将 它们 化 为 (14.137), (14.138) 及 (14.146), (14.147) 诸 式 ， 


只 需 将 该 处 的 > 改写 为 -v 即 可 ,故而 这 里 不 再 列 出 . 
例 14.20 仿照 例 14.13 中 的 做 法 , 也 能 导出 


J eTzz " ZZ, (z)dz 


1 
= D ez” (z) tal" [Z (z) uo + C. 


(14.187) 
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于 是 , 对 于 也 (2)， 又 能 得 到 


n e tt VL, (t) dt 
0 


e^ 一 1—u 1 1 
8 i - 4. 
[xU "ll el MG) ra) acte, 41889 
f et" (t) dt 
0 
= e —v Lef _ _ 1 1 
-= — L,(2) * z-"[- Leick eil aerer 
(14.188b) 
J £O eoshtat 
0 
JI mid 1—v . 
= 五 元 L I, (z) cosh z + z217” [Lj 1 (z) cosh z — L,(z) sinh z] } 
1 1 
i y 14. 
1-2v 2"T (v1) (14.1892) 
n tL aa (t) sinh tdt 
0 
1 "H 1 1—-r . 
= 了 zU L.(z)sinh z+ z [La (z) sinh z — I, (2) cosh z] ) (14.189b) 
及 
f e7 *t-"L, 41 (t) dt 
0 
1 1 E 
= — "HL 1—v L, I, | 
Dx (2) +z (2) + DCH 1-3»2ep (viij) (141908) 
e ^t u+1 t)dt 
t-z vI d 
0 
1 1 e-z 
一 一 "HL, l-v[ __ L I, o + 
DU EEGEN 1-3» 9 T (v4 1)' 
(14.190b) 
f cosh(z—t)t ”Ip+1(t)dt 
0 
= p) oD) l coshz (14.1912) 
21-25" ^" en 1-2»?"T(v41) ^ ^ no 
z z1r 1 1 
i h 本 Cl — v i - D 
n (z—t) t "Li (t) dt i (z) wiU sinh z (14.191b) 


基于 与 例 14.19 同样 的 理由 , 这 里 也 不 再 列 出 J e**z-"K, (z) dz 等 积分 . 
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例 14.21 根据 递 推 关系 (14.127), 也 能 够 证 明 


J et?z Z, n +2(z)dz 


= [E Seite  2(2+n+ De | 2092, i) (14.192) 


因此 ， 由 前 面 已 经 得 到 的 积分 J e**5-"1, (z) dz 和 J eFzz VI, A(z) dz 出 发 , 就 能 
导出 全 部 积分 


e**z VI, a (z) dz, n = 2,3,4,.…. 
例如 , 4 x = 2 时, 有 
z 
f e *t^"T, 2(t) dt 
0 
2v42 ., , e ^zl-" 
=al? [L, i (z) + L,(z)] + 1-27 (z) + Li(z)] 
1 2! 
' (2v-1)(2v4-1) 22 T (v1) (14.1932) 
n e*t "Lait dt 
0 
| 2u+2 , y | ezz1—v 
ST? [La i(z) — L,(2)] 4 1-2» [L.(z) — L.-i(2)] 
1 2! 14.193b 
(2u—1)(2u+1) 2T (v4-1)' (14. ) 
n t" Last) cosh t dt 
0 
| 2vt2 _, : 
= 3vad4 [l¿ 1 (2) cosh z — L,(z) sinh z] 
zl—r . I 
+ ESCH [L,(2) cosh z — L,..1(z) sinh z], (14.1942) 
n Craft sinh t dt 
0 
27 十 2 , . 
=+ [[ 1 (z) sinh z — I, (z) cosh z] 
zi" 1 2! 
L(z) sinh z — L.. 一 , 
t Ig Dr) sinh 2 1(2) cosh z] (2u—1)(2u+1) ?"T (w+1) 


(14.194b) 


z 
f e* tt In 2 (t) dt 
0 


| 2v42 _, zl 
i SEN Loss (2) "ich + 工 一 27 
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+ 1 2! et 
(2v —1)(2v-1) T (v1) 2"' 


f ett "I +2(t) dt 
0 


u zl1-" 

= 2r, [Li (2) — L,(z)] + IL (2) - L1(2)] 
1 2! e" 

~ (2v-1)v41)T (v1) 2 ° 


f t7"L, ao (t) cosh(z—t) dt 
0 


(14.195a) 


(14.195b) 


_ 2v+2 zl-" 1 2!  sinhz 
z "I — I —— — ^ P> 
"e tT GT POTI x 


z 
f t” I +2(t)sinh(z—t) dt 
0 


_ 2v4-2 zi-" 1 2! cosh z 
Lien ÉL e EE 
=y del" "elt TT TH) £* 


1—2v 
同样 , 当 n = 3 时, 有 


z 
n e tt VI, .3(t) dt 
0 


_ 2v+4 
= 41S 


, (14.196a) 


. (14.196b) 


of DL) + z EE 


+ - [z YG) tz" [Las (z) + L,(2)] ) 


1 3! 
+ (2u—1)(2u+1) 2 T (u +2) 
n ett” I +3(t) dt 
0 


_ 27 十 4 
= mpi 


(14.197a) 


e[27 0*1, (2) + z Dusel - e (2]] 


e —v 1—-v _ 
+ EIL L,(z) 4- z^" [Li (2) SCH 
EL. 93 | 
Qv-1)Qv41) 2221 P (e +2)' 
f t In+3(t) cosh t dt 
0 


_ 2v+4 
as 


*i- L- {I z) cosh z + z!" [[, L i (z) cosh z — I, (z) sinh z] ) 


(14.197b) 


z G+D[ L (z)coshz + z^" [I +2(2) cosh z — Iy+1(z)sinh 2] } 
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1 3! 
+ / (14.198a) 


2u—1)(2u+1) 27*1T (十 2) 


f t "1,y43(t) sinht dt 
0 


2v4-4 
= ———4z 
2v+1 


+ 


CUT, (£) sinh z +27” [L, +2(2) sinh z — Lutz cosh z] ) 


— L7) sinh z + 217” [L (z) sinh z — I, (z) cosh z] I (14.198b) 
J ez *t "I ,a(t) dt 
0 
_ 2v+4 
^ 2v41 
1 —v ET 
+ zE Liz + zl [L (2) + L,(2)]) 
1 3! ez 
(2v —1)(2v -1) T (u +2) 27+1° 
n e ^t^ "], a (t) dt 
0 


_ 2v4-4 
^ 2v41 


z CDL (z) + z " [Laa(2) La (2] j 


+ (14.199a) 


[z tra (z) e e" "sti — I (2)] } 


[z YG) t zl" [I (2) — L-:0]] 
1 3! ez 
(2u—1)(2u+1) T (v4-2) 2v+1° 
f t "T, 4 3(£) cosh(z —t) dt 

0 


_ 2v -4 
^ 2v41 


1-2v 


+ 


(14.199b) 


-w - 1 — -v 
z UL (z) + z "nati + ale IL, (z) + z! La) 


+ 1 3!  coshz 
Qv-1)Qv41)P(v42) 2v+1 ° 
n tL, ,a(t) sinh(z —t) dt 
0 
2v+4 _, Die 1 3! sinh z 
= L, 一 一 一 上 —— —. 
wyi? Mal) * 175b Ter 2 
(14.200b) 


(14.2002) 


814.5 Bessel 函数 的 某 些 间断 积 


Ku? 

" m O<r<1, 

例 14.22 证 明 f MP y (rp) dp = 4 2 
0 


p arcsin =, rl. 
r 
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证 在 上 述 积分 中 代入 Bessel 函数 Jo(rp) 的 积分 表示 ， 有 


oO à: oo a 7t 
n SP J (rp) dp = Ji snp d cos(rpsin 0) a| dp 
0 p T Jo p 0 


1 [* °° 1 
= d OR — sinpcos(rpsin 0) dp 


-2f a d [sin(1 + r sin 0)p + sin(1 — rsin 0)p ] dp 


1+rsin0 1 — rsin @ 
一 二 — — +— ) do 
n (ie, TTS) 
a l-rsinó " 1 — rsin dg 
2 Jo |l--rsinó| |1 —rsin0| 
34 0<r<1 时 , 有 


lcrsinü ` l—rsing ` 
|1+rsinbl `" |1—rsin0| ` 
所 以 . 
sinp m 
n -p VCP) dp = 2 
对 于 7 = 1 的 特殊 情形 , 也 可 以 参见 本 章 814.1 中 的 (14.14b) Ñ. 
当 r>l 时 ， 注意 : 


1 Liesing 1—rsin 0 
«0 in-, Jjrsinócl, — l, — 7 
# 0< <arcsin —, W rsing< 1， |1+sin 6| 11 一 ”sin 6| 
1 n 1+rsin0 ` 1—rsin0 
in-«0z-, Ul rain zl — — Trsno) | 
TÉ arcsin r“ S 则 rsin ” |l+rsin0| ^" Drang 
所 以 in1/ 
o° `: 1 arcsin1/r 1 
[ero - 1 200 oe) 
0 0 
命题 得 证 . 


1 
例 14.23 um f E h(rp)dp = 1 
l Tr > 1. 


(14.201a) 


一 1， 


(14.201b) 


证 采用 和 例 14.22 同样 的 做 法 , 代入 Bessel 函数 Ji (rp) 的 积分 表示 


1 7t 2 n/2 
Ji(rp) = JI cos(rpsin 0 — 0) d0 = 2/ sin(rpsin 0) sin d6, 


并 交换 积分 次 序 , 即 得 


oo q: 2 n/2 oo 
n anp Jı(rp)dp = z f sineao Í lsinp sin(rpsin 0) dp 
o P 7t Jg o P 
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n/2 : 
-1 / m LESM? singdbg 
* Jo l—rsin6ó 


1 14- rsin |? 7/2 / rcosÓ 
= — | cos fl ln 一 一 一 一 + 一 一 一 一 一 十 
mt 1—rsin@ |, 0 1 +rsin@ 
| 2r ^/?  cog20 
| Wf Jo 1-r?sin?0 


当 r= 1 时, 显然 就 有 


°° sin 
] "Enga = 
0 p 


a rlt, 则 可 作 变 换 上 = tan0, 将 所 求 积分 化 为 


n/2 ° 1 
= n sinodo 人 p [cos(1 — r sin 0)p — cos(1 + r sin 0)p] dp 
0 0 


T cos 0 
D) cos 0 J 


1 


° sinp _2r [^ 1 
n p HEH EES 


_ IR 1 1- lat 
m jo [I+ 1+(1-r2)82 | ^ 
于 是 即 可 求 得 
In 129), 0<r<1， 
sin p T 
n Ti(rp)dp = 4; (14.202) 
0 p 一， r > 1. a 
r 
命题 得 证 . d 
ES a 
1. 还 可 以 将 (14.202) 式 改 写成 
°° sinap Q, 0xocl, 
n Jı (p) dp = (14.202) 
0 p Q— Vo2—1, Q > 1. 
对 a RË, MA 
1, 0<a<l, 
n cos ap Jı (p) dp = a (14.203a) 
0 1 - ——. Qa > 1, 


o2—1 


814.5 ”Bessel 函数 的 某 些 间 断 积 分 


407 
或 者 写成 
oo 1(1- 1 A 0 <r < 1, 
n cos p Ji(rp) dp — T l=r (14.203b) 
° 1, 7 > 1. 
fg3r—l 时 ， 有 
Ji(p) 2 ( BEER 1 1 + cos2p — sin 2p 
cospJi(p - cospcos [p — — J = m 2 ^ 
所 以 积分 | cosphi(p) dp AK. 
0 
2. 直接 分 部 积分 ,可 得 
n sinpJo(rp)dp — — cos p Jo(rp)|o- -rf cos p Jı (rp) dp 
0 0 
二 1 一 d cos p Jı (rp) dp, 
0 
所 以 
1 
; 0 <r < 1, 
oo V1 — r2 r 
n sin p Jo(rp) dp = oo, r= 1, (14.204) 
0 
0, Tr > 1. 
0, r < 1, 
N °° 1 
例 14.24 证 明 f Jo(pi(rp)dp = z r=], 
0 
工 r > 1 
T 


XE 代入 Bessel 函数 Jo(p) 的 积分 表示 


1 7 2 n/2 
Jo(p) = JI cos(p sin 0)d0 = a/ cos(psin 0)d0, 


并 交换 积分 次 序 ， 即 得 


oo 9 n/2 oo . 
n Jo(pJi(trp)dp = dl a f cos(psin 0)Ji(rp)dp 
0 0 0 


2 [a0 rs qsin 0 


408 第 十 四 章 — 柱 函 数 的 积分 


利用 (14.203a) 式 的 结果 , 就 可 以 得 到 + > 1 时 有 


e° 2 1/21 1 
f Jo(p)Ji(rp)dp = f SE (14.205a) 
0 0 


元 7 
34 r =1 时 , 因为 Ji (p)=-Jp) 所 以 


oo 


Í sayna = 3B) = > (14.208) 
0 


0 
同时 , 直接 积分 可 证 明 

rf mepldp+ Í| mopimnjtp= else, = 1, 
因此 ,又 可 得 到 0 < + < 1 时 有 


“JoJirpdp = 1 (1- Aen, pap 
J G- ) 


31= 3| 


@ 一 d Jo. (a/r)4a ) = 0. (14.205c) 
命题 得 证 . 口 
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本 章 是 第 十 二 章 的 继续 , 讨论 柱 函数 及 相关 函数 的 Christoffel 型 求 和 公式 . # 
导 方法 完全 类 似 于 第 十 二 章 , KERR. 
815.1 HARKAK 
先 以 Bessel 函数 为 例 . Bessel 函数 的 两 个 递 推 关系 是 
F yla) = Joni) ONE) (15.1a) 
2J (z) fait (2). (15.1b) 
由 这 两 个 递 推 关系 可 以 得 到 求 和 公式 ? 


Hu 


Y ok) Juelz) Jo (C) 


k=0 
| 一 [ama (2) Jual) — Jusn(2) Än) 
[osa - 1029] (15.2) 
SOHA) Ipele) 
k=0 


= 51 IO Jis) — Jon) NO] 


- poxao -2sa0920) } (15.3) 
Gi TT 
lt reiden + Irinte) Join (O) 
+ aaa 1209240] (154) 


n 


POODE MHR) X) = É [CD oen) Jen (2) + Jule) Ial), (5.8) 


k=0 


@ 在 本 章 列 出 的 求 和 公式 中 , 均 约 定 Rev 2 0, 特别 申明 者 除外 . 
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Y (+k) k (2) J (C) 


_ 1 z6 
2C+z 


- [93-40 - 01-6] - 


> 
il 
o 


{ ni J-,-a(€) 一 Je+n (z) J-v-n-1(0)] 


Y 07H93) n) 
= [enin 3 s) nl) 
SCHEECK 

= Zeie wiel - 10-0] a Ze 

= -$ [eei () lu (2)3-()] - 


DD HE) Jre) Jle) 


z 


_ 1 
_ 


230 040] 


3C o k)Juau) lie 


k=0 


= [c [enn 3L, s) Jon 2) 5802] 


+ HG Ji VG) + J, -1(2) eil ) 
2 


+ [LO hale) 15) 12, (2)| } 


》 (vk) JL, x(2) JR(C) 
k=0 


zG 


1 
Es 
- «92-49 =n) 0) 


gel al IJ n(€) + Jua (2) J,—»-i( 


pris = Iranla Ira O] 


(15.6) 


(15.7a) 
(15.7b) 


(15.7c) 


(15.8) 


(15.9a) 


(15.9b) 


(15.10) 
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KREE 


= 
= $1 Halil all = Iv-a) I-ra) 
+ 3,031 (2) 732,6) B=, (2)| } (1511) 
Yoon Ha 1. vi 
= i DPH [J v-nr) ll nO)| 
SECHER CHE , (15.12) 


(15.13) 
> lei lr al Jo (C) 
=3{ = esee Iane) anlO] 

+ [70 ill (15:14) 
Yat) Jil = —IJv4n+1 (2) Juss (2) + Ju(z) Jui(2); (15.15) 
GENEE 

- zur: Hone Juta (6) — Jen (2) Jon (O) 
- [920 - 1a] ), (15.16) 


Denaro) + É 一 GN Jas +zJ;,+k(2) Xa) 
= E CUP [essa tan (2) = es) ossa 


bung tan) (15.17) 
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Y [aa (2) J£) — Jo (2) 3--4(C)] 
leit 32 (12i lO] 
- Ae vive Ac 
Sa unt + Pl) 
+š Ia (2) Jos (2), ell ) 


2 
= oi 一 Ate ls E Jptn41(2)J-v-n(2) 


+ Jra (2)I el 7 ele lei 


+ [K-I ()3 (2) +J, tellt el 1 (2)3,(2) } 


ek 
一 
| 
= 
— 
Se: 
c 
< 
+ 
Ze: 
~ 
IS 
— 
站 
Es 
I 
> 
-一 
b 
— 
十 
ca 
ç 
+ 
m 
-一 
N 
— 
n 
< 
l 
Se: 
~ 
N 
— 
一) 


一 us Leni al 一 9 
| 


- [491.49 Aen All 


y be, «(Q0 + 03-8] 


= A tel alt? + J-v-n(2)J-v-n-1(6)| 


- [1-3 40 22693249] 


(15.18) 


(15.19) 


(15.20) 


(15.21) 


(15.22) 


(15.23) 
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+ [49340 e Ac (15.24) 
DD) a ao |# - em] ae t Ie l) 
k=0 ` 
, | 
= Cans) -Irna e) Inla] 


+ D.) Ji VG) - JL, (z) "o } (15.25) 
利用 递 推 关 系 (15.1), 还 可 以 将 (15.17), (15.19) 及 (15.25) 式 分 别 化 为 


TL 


YC, e) He) oa (0 = Hee) 
k=0 
- [Con [esa taa) = een (oa) 
- 9x9 -»9)]). (1517) 
Y [aea a) Salt viel 32941, 


+ 5 Doe (3e 2) T Jesi 2)3- (2) j 


= a 一 EROL O) 7 Jotn41(2)J-v-n (2) 
CEO 


+ ell ll ell leid 1(2)2 (z) 3, (3). } (15.19") 


> el 2 ple) ova (2) Thu a (2) — 23 cca (23 xa) 
k—0 

= S [CUP arna e) Tl) 
HOCH (15.57) 


另外 , 由 Bessel 函数 的 Wroński 行列 式 可 以 导出 恒等式 ( 见 第 十 三 章 , (13.32) X) 
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2 
J,(z) Ji-v(z) + J;-1(z) J_, (2) = nz sin Tt, 


因此 还 可 以 将 (15.21) 式 改 写 为 


X CD Dua) J ul) + dell vill 


k=0 
= (-1)"* Ja), n(2)- JI el (15.21) 
= (-1)"J,45(2)J yn_1(2) + J, 1(2)J (2). (15.21") 
我 们 知道 , BEKR (15.1) 其 实 就 是 柱 函 数 的 定义 . 因此 ,如 果 将 柱 函数 ( 例 


如 Neumann 函数 和 Hankel 函数 ， 当 然 也 包括 Bessel 函数 本 身 或 者 它们 的 适当 组 
合 ) 记 为 多 (z)， 则 也 应 当 有 


之 &(2) = Bal) + € a2), (15.262) 
2£,(z) 2 — Elz) + € a2. (15.26b) 


因此 , 对 于 Neumann 函数 ,就 有 下 列 求 和 公式 : 


n 


Y rk) Naz) N, +k (ú) 
k=0 
= ; UN IE IN, all — Nutn(2) Neu) 
RONO- sacs] (15.27) 
3e E) NZaG) 
k=0 


= $1 [Nene (2) N/a (z) — Non (2) Hiel 
一 ING) N;_, (z) - Nu- (2) N,G) Y. (15.28) 
yC UP (vk) NL (2) Ni (C) 


k=0 
_ 1 st 
_ z+Ç 


te IN aa (2) Nell + N;,+=a (z) Nvrnta(G| 


十 


m~a 


N,(z) Nu-1 ($) + Nu- (2) SÉ } (15.29) 


Dir Nuel = 2 CD Nia) Nen (2) + Rull Mail, (5.30) 
k=0 
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TL 


3 Lut E)Nv a (z) AC 
k=0 

_ 1 z6 
EIS 


SEET EE } (15.31) 


Jain a = Na ON nn] 


KO 
Y 人 (u+k)N v+k(2 z) N-, ALS) 
k=0 


= a [No ina el all — N,44(z)N vna] 


- | (z)N,_,(z) — Hal ell ) (15.32a) 
= Zenit s G) left Q0] + HED" (15.325) 
= [N QNA s Q) = Na ON-Q)] - pec (15.32c) 
CD EN, 2) NK (C) 
k=0 
l zÇ n . 
= 2 C—z te» IN, ina (2) N_y_n(6)+ Nrn(z) N-v-n-1(0)] 
+ [NENO +N, (2) N, (O) } (15.33) 
$C HRN K (z) Null 
k=0 
z2 
= Z Snr [Nonn e)N ll Nas ON osa] 
+ DON NaN All (15.34a) 
z2 
= -F CDr [Nian E)N all NON ail 
+ [Na) Ni (2) + N, (2) N, (2) } (15.34b) 


DHA Ns (oN it 
k=0 

1 zç 
2 z 一 C 
— IN- »(z) Ni IC) m Ni-.(z) SÉ , (15.35) 


TN st = Ns; Nena O] 
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KSE 


C. S- [None N nale) -Noona QN s) 
+ [NM 一 NING } (15.36) 
ierg ln up 
WW zc D NL, EH 
- [NN - Ae All (15.37) 


Y CD AN, el Ž [CD IN nN nls) 7 N, (Ni (2). 


(15.38) 
haulen 
= [Sasa O Noal + Nosal) Noin (O] 
es (+N) (O|), (15.39) 
> NNN all = -Nenta (2) Nvsn(2) +N) Nui (2), (15.40) 
Do D* [NL ll Nutt) — Ne) N+ (O) 
= [CS [Nosne Nosal = Ns) Nosna (O) 
-ON - Na NO] (15.41) 


DD ou  [? - en NE) 28 0) NL (2) 
22 


- Scan? [Naa (2) Hall — Nen 2) Nr sa 2) 


一 Eë N} i(2) — Ny,_1(z) N,G)| , (15.42) 
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35 [NL (O - NL GN cl 
- " [V a GON all + Ness GN 10 
- [cov eto] Y (15.43) 
y [P tre] aN a) PN (JNU (2) 
+ 5 IN, MONMMPMOE TO MINOS] ) 
=Z [Nn ON all -Nipati Nal) 
+ Noan (2)N ll 7 Nas GN na 人] 


+NN) -NLGYNi- (+N, G)N' (2) - Nt (z v). 


(15.44) 
2 N.S (O +N, (z) Nz (O| 
= F COP Nasa ON cs -Norn (Nn dell 
- [NN AQ) N- ue (0)] }: (15.45) 
> Cen N La) + NL (z) Na )] 
7$ COP [Nean N G) Nes CON ell 
ea NaGN uo) (15.460) 
= (71) Noa (2)N (2) — N,(z)Ni tel (15.46b) 
= (21) Nsan (z)N v n a(2) + No aA()N Tel, (15.46c) 
Ys. viet, EIN all s] 


- A hu aal us (0)  N-v- n GN vill 
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-NAN sO) Nutt] Y (15.47) 


YN. GNC, a) = IK Re el, (15.48) 


lI 
+ DI ta 
个 
= 
— 
3 
Leewen) 
d 
x 
| 
w 
— 
N 
— 
d 
< 
l 
3 
~ 
Ee 
— 
! 
Z 
< 
3 
— 
Ds] 
— 
Z 
< 
a 
= 
m 
V 
— 
L 


N (2 Ni (O - Niy GN (O) } (15.49) 


trei all le) na 


+ All Ale (2) } (15.50) 


将 以 上 求 和 公式 加 以 组 合 , 还 可 以 得 到 Bessel 函数 与 Neumann 函数 之 间 的 混 
合 型 求 和 公式 , 当然 也 可 以 导出 涉及 Hanke 函数 的 求 和 公式 ， 

男 一 方面 , 如 果 将 上 面 得 到 的 求 和 公式 看 成 相应 无 穷 级 数 的 部 分 和 , 于 是 , 在 
级 数 收 敛 的 条 件 下 ， 自 然 就 可 以 令 n — co， 从 而 求 得 无 穷 级 数 的 和 函数 . 这 时 需 
要 用 到 具体 柱 函 数 C, (z) 在 阶 v 一 ce 时 的 渐 近 行为 . 至 少 在 v 为 正 实数 (而 z Fj 
E) 的 条 件 下 , 有 2 


MT E). NO - ER (15.51) 


因此 , 至 少 在 v 为 实数 的 条 件 下 ， 有 下 列 结果 : 


oo 


DODE ORO = [o2 Jo-3() OCH (15.52) 
k=0 


oo 


Do BaO = -5 [199231350 - 3-109 312) (15.53) 
k=0 


DOO DEWR) or) os) = 5 [4935 7 A deii, (5.54) 


k=0 


@ 见 文献 : M. Abramowitz, I. A. Stegun. Handbook of Mathematical Functions With Formulas, 
Graphs, and Mathematical Tables. Washington D C: U. S. National Bureau of Standards, 1965: 365. 
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U (-1t(e+k)J2, (2) = 234) i2. (15.58) 


y [a LO H astellt = 5 [4030 + 0) 32]. 


(15.56) 
3a), (2) = Ie) cl, (15.57) 
PODE Doa) IO 20] 
hatt vi = 3,14 93], (15.58) 
Yee s [2 HP EO nata) 
- BS [a 0) = To) 2 (2). (15.59) 


至 少 当 y 为 实数 时 , 在 |z| < 10] 的 条 件 下 还 有 下 列 求 和 公开 


DOHAI l) lO = 5 ez DO Ei ale], (50) 
k= 


DDD) JarO = 5755 O O 363) 32,0]. 


(15.61) 
D pest Late ul 
= [Gn (O + Ia], (15.62) 
rent? ul Zeniti ul 
I BEIEN (15.63) 


由 柱 函 数 的 递 推 关系 (15.26), 还 可 以 演绎 出 新 的 递 推 关系 . 例如 , 可 以 将 它们 
组 合成 为 


SEET w- Zl), 


或 者 写成 
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了 


2,2 Ë &() - RO) = vv) Zl) - vv - 1) £a. (15.64) 
从 此 式 出 发 ,重复 前 面 的 步骤 ,就 可 以 得 到 下 面 的 一 系列 求 和 公式 : 


RENE - ZS esaet +, (23, (O) ) 


k=0 


= 3e mee [c al + rinle) anO] 
- wiele, ( 734030) } (15.65) 
SHOPE- sta) 
T7 Santa DG n) Joe 2) -v(v-1)3,G)v-iG)]; (15.66) 
menga + = ONG - ellen ) 
- 3e (Cen salut) 3250049830] 
+ vw- «Gui (Q Ate) } (15.67) 


Deneri [Le 07e? all — 2323) — To)| 

= $ (CO tenen) TONO - DIUINO) 
+v- D Ga 0) - Iv- (,) } 5 08 

IAE LAOLE + 


= ; = Jan 1)(v+n) [aa (2), (O) + Jv+n(2)J-v-n-1 (O) 


= Diet (Q stell viel j 


DO A. ven Al (15.69) 
NÉE Dd Jy x (2)J Sisi 
k=0 f 

_ 了 Lais, viel + Julie vell 一 SHEI 


2? 
- [erm [ses 92a G) oes Isi) 
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— aen ll en (2) 7 Jul aal gll 
- v(v-1) «1. 6)3, 03:0) 3L, 0)3 710) 3-312] , 
(15.70) 


Y CD oH Dua) ail EE [su läit ul 


a 
M 
o 


= des [Cone em yen) Inte ali 一 Jrn(2J ni(O)| 


+ v(v —1) (Ae C) + A viel cl } (15.71) 


Y Cote) uele) Mais del rale ill } 


之 


= Ju wiers (en) [Dana (DI a (2) — Jan (2), -i(2)] 


vue lei Aale ell } (15.72) 


Z 


Yee? en air 7 tz 


k=0 
= TERI — (v+n+1)(v+n) Date all + ele nl 


Aale (QO) + ICH ) 


ev) [-« 093-0) + A Ae cl } (15.73) 
Y eH? Du) un GIG 


= 5 |- (n9) i ()3 (2) rte Alen ell, (15.74) 


Ser 
° 


(D(A it AGO 


+ 一 一 Lett véi 7 Ile alc) ) 
= 2 Tz fonon 1)(v+n) 
x [os alt 一 J-v-n(2)J-v-n-1(0)] 


ai OD 0) he gi } (15.75) 
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DD {Lt 


E 
lI 
° 


2 
= (CO eene eem [1 v-n-1(2)J-v-n(2) — J2v-n-1(2)J n- «(2 
+ e A Aal Aal A. Aalt, ell , (15.76) 


Yo? Na (N () = 
k=0 
_ 1 z6 
i 2C+z 


-ve- DN El + NGN. (O| h (15.77) 


Eas [Ne ON (O +N. CONV (O j 


Jan ies m (GIN. a) + Nven(2)Nvona DI 


KI (u +k) Fnac z)— eS GN a] 
= s [rene erem N e ON un) 一 BEEM (15.78) 
DD oti) [Nau GN as C) * = IN GN, vil — Na (2)N (0)] ) 
k=0 
zÇ 


= dem lene emen [Né inia (2)N en (C) — Non (Nen (C) 


EE (15.79) 
Denten? Dieu Nele) - N (Na (2) - N40] ) 
= Z [Creme ne [Nna (N 2) - Nen NL s iC) 
eve-D [NN 9) - Ni GN G)] J, (15.80) 
Yee [na air tz 
; = Jan 1)(v--n) IN en GN Lic (C) + Helef A1 


EECH (15.81) 


[a NC) - Na GN ill 


> 
lI 
° 


Sor HRS -2?]| Nux (z)N i (2) 


- 
lI 
° 
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2 MO MINO + Viel x(2)| _ NA (ON. (D) 
= Z [erm een) T MN + Nurn(z)N’ ,_n_1(2) 


- Noa (2)N-v-n(2) — N-o-a-i GONG) 


— in UNI, el + N G)Ni (2) 
-= NL,(G)N (2) 一 N_,(2)N,_1(2)| } (15.82) 


Dota) (Nora GON (O 


> 
lI 
° 


一 = [N G)N , i (0) + Viel vi j 


- 3e [Con eene) [Ns ON i s ( Ne CON s (O| 
ai le S Nace] ` (15.83) 


Y Coon Isa CON a -5 [Nene G)NS, GN, d GN s e] j 


= [CO Genere] [NV ina le wiel _ Nen (z)N-,-a-1(2)| 


+ v(v—1) [N«G)Ni ei - "lei ell , (15.84) 


Y 0-9 IS (oN aO 


k=0 
_ 
Cz 


= 3e [- enaner all ON ON ON sa] 


KE + Wel vill } 
+ ln IN del: El + Ni dell (O| y (15.85) 


= 2 É (v+n+1)(v+n)N-v-n-1(2)N-v-n(2) + v(v— UN elt ell i 
(15.86) 
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Dt) N GN a (O 


k=0 
+ Z° 


IN k(2)N , (6) — N.N (O| ) 


| 


1 —1)*tl(v-n v+n 
P" Uber ture 

x [N uci GN alt) 一 N-v-n(2)N-v-n-1(0)| 

— v(v-1) [N (N, (O) 一 SEET } (15.87) 
Dt) [Hwt], ae- eil eg viel) 


k=0 


z2 
= {tat dt [Ns ON ar) -N-ra N vill 
4 v(v—1) INL (GNI) - "el (2) } (15.88) 
z8/b 24 y 为 实数 时 , 以 上 的 (15.65) 一 (15.68) API AR n 一 co, 所 得 结果 如 下 : 


3 o^ DeC) - £e esa leien vill ) 


=0 


er 


- vy 1) ES [G3 (0) + ,-1(22, (O), (15.89) 
oen? Diac ` rl] = He ealuei ii, — 0590) 


S CX G^ H9 Duas GJ) + = EOLA) _ pyel) Ive) ) 


ç 
- "CH = ICT OCH (15.91) 


Sentete [rene] ` ea Xa CD - 2140) 


_ a 1) 2 Dau. _ Jv-1(2)3,(2)]. (15.92) 


XE v 为 实数 及 |z| < |¿| 的 条 件 下 , 也 可 以 将 (15.69) 与 (15.71) 两 式 过 渡 到 n — oo, 
从 而 得 到 


Yean ein Zuel 19032. ] 
k=0 
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= 0 010). (15.93) 
Dt Dua sa EE Doa + (03 eg]} 
k=0 

v(v—1) zÇ 
= 2 +z [I-e + Avis OH . (15.94) 


类 似 地 ,也 能 将 柱 函 数 的 递 推 关 系 (15.26) 重新 组 合成 


, 


all Eet BE] = Sall + (+) l), 


或 者 写成 
2 Z 1 Ln 1 4 
(v-1)v41) soni €, (z) + £, eil = -OF @+1(z) + BOES ,-i(z). (15.95) 


由 此 出 发 , 也 可 以 得 到 一 系列 的 求 和 公式 . 限于 篇 幅 , 这 里 不 再 列 出 . 
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柱 函 数 的 特殊 之 处 在 于 存在 简单 的 平方 型 递 推 关系 . 例如 ， 将 (15.26a) 式 与 
(15.26b) 式 相 乘 ， 即 得 


Sei Ble) =- EA) Ea). (15.962) 


同样 , 求 此 二 式 的 平方 和 , 又 可 得 到 


2 
2 R+B O = EG) + Ah) (15.96b) 
而 且 , 在 这 两 个 公式 中 代入 Hankel 函数 ， 则 还 可 以 导出 下 列 混合 型 的 递 推 关系 : 


x Ë (z) N,(z) + N, (z) X) = —J,+i(z)N,+i(z) tu Lei, ue), (15.96c) 


222 y (aN (2) + 232 (NL (2) = Jia (NS aa) + A Ate, a2). — (5.963) 
如 果 把 上 一 节 中 得 到 的 求 和 公式 称 为 二 次 型 的 形式 , 则 根据 上 面 的 递 推 关 系 (15.96), 
可 就 以 导出 四 次 型 的 求 和 公式 . 

由 递 推 关 系 (15.96a) 和 (15.96c) 出 发 , 模仿 二 次 型 求 和 公式 的 推导 方法 , 导出 
的 四 次 型 求 和 公式 如 下 : 
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Y 07H93, Jen [C3 (2) Jus) 2 eee (235 (O] 
= Al 一 [Esa G) J2,4,() + J2.4(2) X0) 
+ [82.0 + BBO] }, (15.97) 


DT DG Eve) Je en 2 [CJ (2) Aal) — z Jula) IlO] 


- eamm peau ` Eelef) 
- [$621.00 - 31. 0)3:(0] (15.98) 
Sien 3- nO a OAs NOT vil 
= OEEO EE NOE NICO 
+ [RORO + aO] } (15.99) 


CU o3) J-,-x(€) lc Ji (2) JA (C) 一 之 J;+k (GU. dc) 


- Zur CORO O EEA OREO] 


- [RORO - 407,6]. (15.100) 


307-8) (2) 3-4 [CX all R (O H z I-vel) i (O) 


- il - LO P, lO) + 4), s a(0) 


+ PLORO |) (15.101) 
Spiel EE QD Jo Irl] 
= eamm Aa, su sss 


- [2931.0 - 1,0) 9.9] (15.102) 
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Zeg HONS tno) Ni (O [EN 0) NO + z Nosal a (O| 
leit aale aO 
+ [Na +NN], (15.103) 
GE NO [C NL G) Salt) Mani ui) 
= luet NL = Nante) Npn (C) 
- |N?(2) N A - N (2) N2(O| } (15.104) 
Zeg EECH 
El at, anlO +N N... (O| 
+ MONO + vais (15.105) 


MICI Na) N s O [EN el) NL) 7 2 Ne NC AGO] 


SE fi- D" (2) NS, (0) 7 Nas G) NS, ,1(0)| 
LAON O - NEG) N2, (O) } (15.100) 
w+rON- EE EEN 
= df [| GN, +N. (N... (O) 
+ [NNO + N DN Ac (15.107) 


> Eier uc (2) NL) [CN el) uni SN Ale lc) 


k=0 


= Ac D"? [N2 all = Ns G)NS, s El 


- IN, (2) NS (0 一 NE (2) N2, (O) } (15.108) 
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SC (w+ 月 IE va (Jv (C) [GNU a Nie (C) + zN i CON a (C). 


k=0 
Noa GN a) Edit): singt vill 
ZS nti Nasa Les ON aO 
+ Jein (Nan G) Dien NS n (O) 


+ [J«G)N e, i (ON, 1 (O) + J,—1(2)N,-1(2)3,(ON, (O| } (15.109) 
DD tA {Tro ON Net) — £N N aaO 


k=0 


+ Ne GNO vllt) ` zent, 
= ear pass (Norn Gs ON a C) 
— Joen(z)Nv4n(2)Jv LC IN o 


一 elei, AC (0) 一 Joi GN leie) } (15.110) 


lunge ONS ON a + Nle lO] 


k=0 


Rull viele El seul cl 


= sl — m (SIN, 4841 (2)J v A (ON » n (C) 
. + Joen (2) Nen (2)3 a (ON, ni(0)| 


+ Wi + J (DN ()2 (ON, (O| } (15.111) 


RES k(y--k) IE vk (2)J — KIC) [N (JN. (O) 一 ON 


天 一 0 


Na 2N s (O [pele seit dc 
= KS CH [Brina (Nra CR air 


- Jen Nam ()3 EIN 21) 
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- Adel, (ell EN: Al Ju-1i(2)]Nv-i(2J-v(GON Ac } (15.112) 


> (w+ 月 E ON el a (6) 2N vleit vi) 
k=0 


-对 人- (Jon GN uon (2)3- alc (C) 


+J D a(z)N DN n(z)J v—n 1(ON v—n 1(¢) 


+ Ae Ain ON AO All A (ON (O|), 
(15.113) 


n 


DD gl) elt ad ON (N. (0) — 2N Miel) 


k=0 


ll Mellt elt Q) stet, vill 


- (cun Husa GN unc (a) (ON (C) 
— J (z)N -, n (2)J ,-n-1(6)N-,—n T3] 


ee AE AE = naNO] J, 
(15.114) 


Dt Tl O [Tra NAO) + zas ONG 


k=0 
十 J,+k(z)N;, k (C) DCH + BECK } 
= lr 一 [ynya Ges (ON, a (C) + Iyn (2) Junt Nr (C) 
+ W s + J2 (DJv(ONv(G| } (15.115) 


Y Cof (23 CO [Goa (ON (O — za CONG (CO 


k=0 


IECH 


EAR D [sa Jon Rand) — Je Joc ON nO] 
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- [i03 (ON. 1(0) eene) } (15.116) 


> (v4-k) psc Lt CANE JN-,-«(6) + 2Jv+k(z )N ,_ dc) 


=0 


EE EE ae] | 


- xi Ile (ON, (O ale (ON ni(O)| 


+ [BAON sO) + Es Ac (15117) 


Yu zl Miel CIE Nei (O — an (2) N., (C)] 


= 
Hoa GN allt lt) — lel] } 
= cantas s ON aO 
- Xa (2)J -v-r (ON i-i ()] 
- ën Aen Ai - 3.693 Aen O] h (15.118) 


Y)» aJ [DNO + al elt ici 


bes 
+J-,—-k(z)N; +k (C) OI Jo (C) + 2 (23) ) 
= 2{- [Eyn OION nl) 5, (asa (ON sa (O| 
+ [9,03 (ON i () + JE (2)3 (ON, (O| , (15.119) 
2 b (y 4-k) saa) Ji. (NV iC) — zJ y K(2)N!, NM) 
TI (Ne eC) [CX (Joe (€) — sl Melle) } 
= E f- 1 KEE (Joa m NO] 


- [J2., (23i (ON: (0) - 3 ,G3«4ONG)| } (15.120) 
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Y) Juan ue OH delt a (Q) 43 GN ell 


k=0 


MER GO[ elt E 43-3] ) 
= ^d - [9, del (ON, (C) 
EJ, le vn (ON n (0)| 
+ [Ein «(ON -AO 31,01 (ON-,(O| |, (15.121) 


ierg ae O [Thu CON ll = zJ A (NU, (O) 


ME 


Se 
lI 


0 


+J ,-kK(z)N_, KiC [£3 k (2)3—,- (O) _ BECH ) 


lr cl, let (ON. (O 


el ICH viel 
- [ORAON 0) e AC } (15.122) 
同样 ,由 递 推 关 系 (15.96b) 和 (15.96d), 也 可 以 导出 下 列 求 和 公式 : 


n 2⁄2 
Y {EO + zs PRO = aO] 
k=0 
_ 1 z??? 
WË 


- [$31.00 - 3.06]. (15.123) 


I Da GE) — el A (0)| 


Y CO IEN 
k=0 

ZC 
C2 十 22 
1 le 
|22Q82 


+ [83.00 «30926 (15.124) 


EECH 


Tear [ssa + Bana O] 


n z2 2 
D [e 93.909, + zi s PRO ` 2400240] ] 


> 
l 
° 
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z? 2 
- $a [es Al suus] 
- [393.0 - 397,6] - (15.125) 


> Il cl (v k)?J2 1. (2)32., (€) 


k=0 
+ ges [As + 403540] ) 
2? 2 
-ea (CU Pen (02, e a0, ll 
+ [2R O + 32,022 , (O| } (15.126) 


> Jm, ve, vi 


Z0 
+ Zi Di BOLO -32, (232, «o 


EE 


beau 0 - 3, (23 ,(O| ) (15.127) 


DE II 


k=0 


2+2 
+ Zi D x(2)J2., (0) 9-32, A NE cl) 


22 2 
一 sexa [CU DA, sa), s (HL Déi CHE 
+ p. (GAS OERO] f (15.128) 


n z? 

>` Inn N2 (2)N2 lc) + 4 INA. IN, (0) — N NA (O|) 
Q0 

= Te 4 I ROCK 一 RONG] 


- boss - së) (15.129) 
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n 2,2 
Y CO IER co [NA GONE (ONE CON) } 
k=0 
2+2 
-Sea CD" [Nia (DNE + NONE a] 


+ Mono «NL GONG] (15.130) 
2NT2 2 SC 12 2 2 /2 
(or NE GIN, Oa es NA CONS O7 NE ON cl) 


272 
- $6 a [Na (NO Wiele, a] 


ke 


k=0 


- [eNO Sai Al (15.131) 
DOD UBN NE, O 
+ Z [INA GONE, (OTN? Ale) } 
- 3a IP [NL sa CONS NL (ONT, s] 


+ Dës Ai deg) (15.132) 


202—752 
- [e.t - NL (NS O] V (15.133) 
Y Core KE, et, a 
k=0 
z? 2 
+ == [v eist (+N, (0 (O|) 


22 2 
= jga (CUP [iN OHN, ll, a Q] 


+ [NONO + NL (2)N? cl } (15.134) 
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n 
fest 


d (tb k()N EIS EICIN EI) 


+ = Di x GN, Ak (2)J ik (CON; (C) 


EECH 
22 2 
= 3 = l DE (LIN n4 (GU, Ga (C) Non (C) 
oen 2) N en (2) Jvc a (ON, n (O) 


一 DEEG 7 J,-i (Ni ()34()NA)| } (15.135) 


Kë "lun (Nx (Jo + k (CN; ki) 
k=0 
Ela 


+ Qu Da NL (Jv NV (O) 


Hoa ON (2) NL] | 


2⁄2 
SE Z 6 TREK 


+z2 


Joss (Nein )3v e Nin (O) 


+ te nt M3aGNaGNON(O]) — 05139 


Gi EEGEN 


k=0 
z2 C2 


十 CS Site vlE Ai 
REECH 
22 2 
= UE u n(G)N v n(C) 
= Jgn (2) Neun (2)3- n A (ON alc) 


一 Adel, (el (ON: (Q) — J 1(z)Nv ell (ON Ac (15.137) 
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n 


ODES WHAI a 01 NON. 


k=0 


Eva 


+ [Pa (N GI ON- ici 
Joa GN GI s (ON cl) 
272 
= ; = ie Dona: (2)Nv4n41(2)J-v-n(C)N-v-n (6) 


+ Juan (2)Nvtn(2)J-v-n-1 (N-n 0] 


+ elle (ON: (O +3, i(z)N,i(2)J_, (QN A0 (15.138) 


Y (erun v—k(Z)N- Vk (2)J SICHN ,x(C) 


2^2 
+ C2— 22 Ir GN viel vn(CON (C) 


—J., n(z)N v n(z)J v—n 1(C)N v—n T3] 


- [PONAD AONO = (Ni (2 (ON-,(O] V 


| (15.139) 
Y CO WEPT n GN (a) (ON, (O 
k=0 
2⁄2 
+ BN CON leI (ON ici 
Esa ON a AGI (ON (O|) 


ze 
ltr v—-n-A(Z)N y -n-1(2)J-, (ON alt) 


+ J-v-n(2)N-v-n(2)J-v-n-1(0)N-v-n-1(0)] 


"Dan Ale -O + Aale Ac cl 
(15.140) 
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Y (eem) ON aC) 
k=0 
* cia [Ia GI ON nO = Baa cl) 
_ 1 EX 


= $i a [en s(ON, -Ban ON iO] 


(15.141) 
Do 1) - Y) oan ON Ai 


+ fea [Ia GN O 8a (5 NL] | 


d 1" IC. | stëll n (Ns. «(32 s Den Né en (O) 
B1, (ON (0 32.0240] V 


(15.142) 
> lecto uy s ON aC) 


Ss PROON il ` allt ie cl) 
2 21 tel al ail 
_ al zl v-n-A(C)N yn iG) 


Dë, (ON. et. Ae AC (15.143) 
» zl (u+k)2J2 stall (CN S &(C) 
k=0 
* i 
z2 2 
_ aea CP Plane v (CN a (O) 


+ J2,4,(2)J v—n 1(ON v—n iG) 


Daa ON ia Ball (ON, (O|) 


La, (ON + Ale AEN (O| } (15.144) 


EE EEN 437 


Y [esr J Aal (Né (C) 


sic 
C2 一 2z2 
_ 1 sic 
_ 2 (52 一 z2 


lau (ON ii -ON (15.145) 


+ [2 9 ON) = r Ga (ON (O]) 


{ Ip. sca Goes CN en (C) U Ile ana NV ensi (O| 


DD eset uo ON (Q 


k=0 

SC 

C? +z? 
1 272 

= rn IS vaa Jon (ON a (C) 
+J, soam ON n (O] 


+ [ON OF (NAONAO) (15.146) 


+ 


[ROION Neal (O| ) 


[s 


(wI, ON — nO) 


E 
lI 


d 
ged 

SE le MCN li 

el n (CN i-i] 


Jan Aën -NON vO (15.147) 


3 46), ON ua) = aJ (ON... (O]) 


Y Cafe? det (ON x(O) 


e 
il 
2 


z? 
Nee ell (GN uc) 32, 4235, 4 (NL, «o 
272 
lun —v—n-i (2)J-,— n(C)N.,— n(C) 


£33, s ()3- ni ON v ni] 
Angels E elt Aen Al (18.148) 
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以 上 导出 的 四 次 型 求 和 公式 , 或 可 称 为 双 二 次 型 , 因为 它们 同时 依赖 于 两 个 变 
E (z 与 6). 完全 可 以 写 出 这 些 公式 在 ¿ç 一 z 时 的 极限 形式 . 其 中 部 分 公式 ， 如 
(15.100) 及 (15.106) 式 等 , 它们 在 ç = z 时 的 极限 形式 , 将 退化 为 二 次 型 求 和 公式 ， 
这 些 结果 已 在 上 一 节 中 给 出 , 无 需 重 复 . 除了 这 些 结果 之 外 , 我 们 可 以 写 出 其 余 公 
式 的 极限 形式 . 在 推导 时 ,有 时 还 需要 利用 Hopital 法 则 求 极限 . 下 面 就 列 出 这 些 
公式 的 极限 形式 : 


ok) uu) Jia) = : | — Jona (2) Jos (z) + J2(2) Xa) , (15.149) 
k=0 


= E [commesso [enean = Xni) oen 
-LAMO 0] (15.180) 
Y Ha) 3n G0 [Ja 2, (2) "vii viel 
=S- [2 a). erus) 
+ D J2 (z) + J2_ (2) X.) } (15.151) 
SEU (2) J vz 
= i | 8. teil, 4) + J2,(2) 3G) (15.152) 


NC GE), viel 


a en, 221) ^ a) e viel 


- l (DHJ teil. ei 
Hill z) A leie 


Asia Aal Ai Te ci } (15.153) 


Seck, del NL) = 2 [7 NEG) NEG) + NT) NE teil, (5.154) 


P= 
lI 
(=; 
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BOCA 


k=0 
x [27e] Na) eet Sall Nu G2] 
z3 ; 
= CUN sa (N an) [Nesna (2) N. G) ÁN inci) Nen) 


-N GN aO [NON aO - NON O] }, (15.155) 
Denkt a2) Nu) [Né (2) NL, (2) +N, (2) N ail 
k=0 


= a 一 INL 0) Ni. (2) + N2,.(z) SECH 
+ [eov Lio] (15.156) 


KERGER KÉN p(z) N —u— k (z ) 


= AL Ns ON SG) + NS GNE, ell, (15.157) 
X C D*G-HE)N*, vie 
k=0 


la engl el ete il ld all 


z3 
= Irene N_,_n(z) 
x [N-v-n-1 (2) Ns G) = Ns lei wiel 
-Na Ni uni ali 40) = NL, G) Ni-, (O| } (15.158) 


Denkan GN e (2) Do (oN (2) + Ju GN viel 
k=0 


= 3 | 一 Jo+nHi(z)Nv+n+Hi(z)Jvrn(z)Nv+Hn(z) + Adel, lei, 1(2)| ; 
| (15.159) 
c 1) oH) [ato ) 


k=0 


x 【CA +2zN, +] (2) Ni, (2) + SN Zull 
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1 NLG) (2 0k) (2) + 22J (2) J, (2) + 2232, (2)| } 


z3 


- (OD nans (rn) [Wa (2) all — Nona (2)N+a (2)] 
CY N any leen ell le 7 Joa 3v (2)] 
- el (2) [NAN (2) = Miel, Q)] 
— N,(G)N, viel (I2), (2) - EECH } (15.160) 
Bet nale) (a) |N. a (2)N all NL G)N--&(2)] 
k=0 


E Rule viele el + Äis viel } 


= 2{- [ama GN aaa (2)3 v-n(3)N-,- (2) 


+ Jyrn(z)Nyrn(z)J v—n 1(2)N von iG) 


+ DEET v2) + Je 1(z)N 1i(z)J-v(z)N Ja) (15.161) 


$078) ale (Q2 (ON i (2) + Jh, (ON ill 


z 


SEI v-n-1(2)N-v-n-1(2)J-v-n(2)N-v-n(2) 


1 IIe V (G)Ji 2N BER (15.162) 


OHO SI a B3, GN au) Asil viel 
k=0 ` 


- | dese Gn D [s ON nO + InN (29 
+ Jo (z)Ju a (2) MONIO + J,-A(2)N, (2)] } (15.163) 


n 


Ye AOLO [s ON La) E CN S iC 
k=0 


+ lDN aD [fen ale) 3o 01-2] } 


= 1 g [Ea G)J- n (aN us (2) ell v-n-1(G)N- un 12] 
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十 Ë (GA (SIN) zl + e el ell } (15.164) 


Dt Irele) ll sa) ^s NS en G2 


天 一 0 
1 Nell [I1 dl Kale ail 
Gë POOO + P sen NV sni) 
«ea EECH (15.165) 
Hu) a ) 35 GN vill 


z 


- SÉ te leiw CN ns) Jn GN 2) 


+J ,(2)Ji Ja) v(z)N1 IEN (15.166) 
Y SNE ) + 2J, 4 (2)3, 4 (2) 
x [(2-w+k)?) I2) +222 el + niet 


= läit [ORG 一 CHE 


— J,(z)J,_1(z) MONDO - Xv) } (15.167) 
Y CD ale) [07H32 G) + Stell 
k=0 
= S (CDs GM G) 732020]. (15.168) 


Y^ [7 9*1.) GT a GJ ie 
+z [f (ne? akle) vela) ale) + SIE 
zà 

= $1 tel vn (2)J ls 一 tel na 了 aa] 


- [$i Ai deit Ae All (15.169) 
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VD PHAR aale) S [aat allt, viel 
, | 
= EC [asas lr let, (| 
+ RORO + MUNDI | (15.170) 
Y^ (eng, ale) sl lt C) 


x 


[(- (9?) dl e 02.0) 13D] h 


[roce C [I a Jas) 7 1409032) 


- 


- A ell ell Ju) = Ild] }, | (15.171) 


GË DEIZ pale) IH), ) 2212, dell 
= $C 1)J2, 4 41()J Aale Al (15.172) 
GE 
Ter ee Na 2) e PNI ala) + Suel AG] 
= E Noin e) Noale) [Nosna CON IS = NL s GONG) 
- NN, (2) [NAG)N, -1 (2) 7 N, (2N,(2)| } (15.173) 
SA a) [+ KIM 7 (2) + NA lei 


z2 


= 5 |CDN A (N alz) + Kiel ell, (15.174) 
D> {tin CON? (z) + PN GN iN Als 

es [HH NL CON il (+ salle, eil 

= S esae JN us (GN uu (2) N2 s (z z)N i s GN S lei 


- [o N) See O| V (15.175) 
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TL 


z2 
X CO oc NL CONS) 5s [NR CONT ele) EN (OON viel) 
k=0 


= CP [sas (Nale) et, sl 
+ [NEGNL G) + NEA G)N2,G)] } (15.176) 
Sen, vele N (NU il 


x ICD vleit 22N'2, _ (2) + zN V k (2)N "o ) 


SE v-n-1(2)N-v-a(2)[N-v-n-1(2)N all = N-v-n-1(2)N-v-nl2)] 


— NM Tei fei IN ei lei NM elt: ill } (15.177) 
Y C EN, leiert KIT, s) e TRL ell 
k=0 2 
- CUN na QNS s) + Set Al (15.178) 


Y (rH a CONG) 
tle) | (2 7 G8)? ) NL a (2) 2 NA (2) 2N left viel 


1 Suel AG) | (2 (0 ) + 
3 . 

ü + Dentes) [NV cna GN, a (2) m N, pan (2)N+a(2)| 

t Nurna Nen (2) Brana 3o (2) = eng Irento] 


- del, (2) [NN (2) = N (2)N,—1(2)| 


- NON elle, viel - 346330) h (15.179) 


Y (DJ Né) TEE EEN 
天 一 0 

2 
一 了 { SW Jua 41(2)Nv enda (2)Jv en (2) Nv n (2) 


+ ARA, viel, dei (15.180) 
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>` ONITOUN ONETO 一 Än else i GN viel 


一 i aa ON deht v-nlz)N-v-n(z) 


— Jvyn(2)Nr4n(z)J-v-n-1(2)N—-v-n TO] 


- [J« (GN (a) (aN il A ai, teil Tei E (15.181) 
> ol (v-K)*J, nien klell ALS KLS) 
k=0 
z? 
+ es QON AQ) viel C) 
Jo Na 1s NC uu D] } 


2 
= E Can [osea NS nei 23- ale n) 


+J,+a(z)N; +a (z)J v—n 1(2)N von iG) 


+ elle (2) Ni (2) +J, em, viel (ei EW (15.182) 


Y eset uo KG) Zi Nit, ul 


k=0 


x [[ QN, viel + 2N2 (2) + zN lei ii 


SN sa GN nl) 


ENEE ELE 

z3 Ü ; / 

= tel all el (5 一 NON- na 
Nell aJ us) 3, a 1A(2)3-,-a(2)| 
-J lei ll elt, el — NL, G)Ni- (0)| 


Neit eil Kl) 2 lei (15.183) 


DI All v) 8) All (2) + 23, (2)N ell 


z2 


= SEIN v—n-A(G)N ni(z)J al SIN A (z) 
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+ Jz)N_ fei Tei: Al (15.184) 


>C KI? leie) 
k=0 
z2 
十 ELE ION + J.aG)Né)] ) 
2 
= ^ (CU asa Goss) [a GONG) + Jan (2)Nv+n41(2)] 


E Ju (z)Ju a (2) em n Jo-iG)N (2)| } (15.185) 


yc NIE) J2 Ae Mel vii 


+ Ae will (2) + aale, Adel. «e 


22 


= Zentrale all l) +n l2)I-v-n-1(2)N-v-n-1(2)] 


+ [eon e All + deiten All (15.187) 


8 计 Ë v-n-1(2)Jv+n(2)Nutn (2) 一 JL, eene Nen si (2)| 


- [3 (ON, (0 - 38,03 GONG) , (15.188) 


eS «Gs OON n) T n OT (ON. (|) 


*3 
2 
- lf Ur, ellen (Na (2) 5, s Jena) Nina (2) 


+ Ip aal, i 2) + A (2) (2)N, (2)| } (15.189) 
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Yes (v--k)*J3, L(2)N S, x(2) 


z? 


+ F T-v-r(2)] le y GN.) ^ a CON C2] \ 
= 4 2 1) J- n— 1(z )J-v-n(2) 


x [3-v-n-1(2)N-v-n(2) + J-v-n(2)N-v-n-1(2)] 


Italie H v (2)Ni (2) hel el } (15.190) 
可 以 预料 ， 有 关 Hankel 函数 的 四 次 求 和 公式 , 一 定 也 都 可 以 化 为 上 述 Bessel 
函数 及 Neumann 函数 四 次 求 和 公式 的 适当 组 合 . 
和 815.1 相似 ， 上 面 得 到 的 部 分 求 和 公式 , 至 少 在 v 为 正 实 数 的 条 件 下 ， 可 以 
有 oo 的 极限 形式 : 


Y G+) een (C) E (2) Joe (C) + sine ll 


ka SOEN (15.191) 
gan J, (2) = RHO Ich (15.192) 
EODH Iset) All (2) Joc (6) REAO] 
NEEN (15.199) 
> 1) (v--k)J2 vs z) eG) Jia (z) + 2 A (2) EECHER 

= -Er ma O [O el Duell, (15.194) 


Y LAOA IO. ell + o NL CO] 
Joe Nen (C [Iz G5) en C) + Ive (23 (O) } 
SEET (15.195) 
NE TO )[83, GN CHE 


= SECH „—1(2) MOTO + ECKE (15.196) 
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oo 


PVE eaae uo [eum aate - chu 
Aale CROTO — stell ul) } 
Slaven, E IONO], (15.197) 
{Cri "I — S 52.02. (O - aco]! 
- iaa RORO - x06). (15.198) 
> In Kall PaO DRE ` Alt viel ) 
- ua) «G3, 0) - 3014). (15.199) 


oo z?(? 
Y CO ona) * = ec) let A (O| ) 


m 
ll 
o 


272 
= 3 [PORO +O], (15.200) 
DD [+ + 2240] = ERO), (15.201) 
k=0 
> NEE 
un sic? 
+ C2 一 22 [A ein (ON (O) _ If (Gu (ON, del ) 
20 . 
= -5 a = [ 20), a (ON, (C) 一 J2 (2)I (ONO) , (15.202) 
Sn dE ON au (C) 
Ge 22C2 
十 C2 十 z2 HA (2)3 (ON, (C) + ell ON AQ) ) 
2⁄2 
= Si [E G3 ON tel + J2_,(2)3,(ON, (o), (15.203) 
Corea cac) 
k=0 


z? . 
EEN 


22 
ZERO ONT " Je GN) (15.204) 
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同样 , 如 果 v 为 正 实数 ,车 进一步 限制 |z| < 1c] 则 还 有 下 列 无 穷 级 数 : 
ergi J nlO [E Kple) I-vel) Jo JL, vc) 
WW KOROR vele, o (15.205) 
DD HA TO) fE Nal) 3-46 — 3e 2235 tc) 
= [RORO x0.) (15.206) 
Zeg Je lte ll sant, (O| 
eoa ON allt lt (O+ suit al 
= Dua EIN EI Ae (ON-,(O|. (15.207) 
Dr {lds IL GON v (C) — 23 NC (C) 
Joa G)N aO [Go Ei ` oO] ) 
--5 iy (ON: (0) - 35 GN). (15.208) 
SC lung, 0) + ss PROL O = 1800140] | 


- ida e ; [261,0 - 350), (15.209) 
lier, (O 
k=0 
z2 2 
+ elef, Oal cl) 
-3 [POLLO RaO]; (15.210) 
NENG 
° z2(? 
* C2 一 22 DECH 一 J | DOERR v (ON! v ul 
E Mët (ON (O e Ae (O|, 052 
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DODES WAKI 001- de ug 
: sic? 
+ Ee HEH ER i (OE GT s eil 
1 Z0 rte 2 
= agg [I (00s ON a (2)2-,(ON-,(O)]. (15.212) 
更 进一步 , 从 原则 上 说 , 我 们 总 可 以 由 递 推 关系 (15.8a) 和 (15.80) 推出 


/ u 


Eao- «e| + E+ «e |] = «uc mac. (5.138) 


Eao- eil sta «e| = Sisi Suel (15.213b) 


从 这 些 公 式 出 发 ,我们 将 会 得 到 一 系列 关于 柱 函 数 的 > 次 型 求 和 公式 . 为 节省 篇 
IS. 不 再 罗列 . 
815.3 ” 虚 宗 量 柱 函 数 的 求 和 公式 
利用 虚 宗 量 柱 函 数 与 柱 函 数 之 间 的 关系 ， 可 以 由 柱 函 数 的 求 和 公式 导出 虚 宗 
量 柱 函数 的 求 和 公式 . 我 们 采用 另 一 种 做 法 , 即 直 接 从 虚 宗 量 柱 函 数 的 递 推 关系 
_ Zus La) lis), Æla Lai) +L AG), (15.214) 
Wks) = Kail) Kei) RG) Rull — (5.218) 


出 发 来 推导 它们 的 求 和 公式 ， 包 括 它们 在 一 z 时 的 极限 形式 . 下 面 先 列 出 虚 宗 
量 柱 函数 1, (2) 的 二 次 型 求 和 公式 : 


n 


> (+k) La k(z)I La (ç) 
k=0 
1 zÇ 
= 5 GER { 一 [Lama (2) L. 1a (Ç) + L, +A (2) Le (0)] 


+ [oat eil) (15:216) 


> C7 (wk) r(e) baa (C) 


k=0 
zÇ 
R 


"s 
«[«91-0 - nac]? (15:217) 


: ter [Ls Gees) 7 enle) cs (O) 


第 十 五 章 ” 柱 函 数 的 Christoffel 型 求 和 公式 


KI (u+k)1 v4k(Z z) l., «(C) 
k=0 


= ; E { 一 [La aa (2) I-,-4(€) + Iv+n(2) IL (0)| 
+ [19 eist (15:218) 


Mc) ok) Liz LC 


天 一 0 
z2 


= Sco Isi) I-v-n(C) — Iy+n(2) I-v-n-1(0)] 
- [1-40 ei Al (15.219) 


Y fett (2) I yn(C) 


_ 1 zÇ 
EES 


+ [L9 nO], (15.220) 


{ _ ais I_y_n(C) + 1,_n(z) I-v-n-1(0)| 


YD ek) I (2) Ile) 
= EEN [t-v-n-1(2) I_,_n(C) 一 I-v-n(2) Iv-a- (0)] 

+ [OnO - 124216) - (15.221) 
(Wk) ial) = 2| oen G2 een (2) + (2) 1 (2)]. (15.222) 
(-1)5(/--k) B ,(2) 

22 

= 5 Cn? pesas) ` assa) 
- [Lorat - 1G): } (15.223) 
Dtk) T(z) viel 
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十 "o h-z) + ,1(z) Lei } (15.224) 


Y CD Gk) oa (2) L2) 
z2 
afen nis IEN I-v-n-1(2) 


lei all — ball viel 


ein ailes - 1G) hle) = rle) (0) l: 


(15.225) 
Y 9E, ll É| Lisi all +L, (2)h- ell, (15.226) 
Y CTA), (2) 
k=0 
2 
uh aal Lus GT s aC) 
- [1,9 - 1-421.) h, (18.227) 
Is) I, 4(6) — palz) LC) 
k=0 
SÉ Lal Lal (€) 一 Latz Lil 
+ | ug ail) (15.228) 
(CDE [LG E a O + Kall o (6)] 
ia 1)" ena) IL aa (Ç) + yrn(z ) Tvn (0)] 
+ 4 LaO - Li (2) uc (15.229) 
Lait, vii - To) Lo (0)] 
k=0 
= 3{ 一 Luisi Lal) 一 Luss )L,- —n— T3] 
(15.230) 


4 IL.) li, (6) — L-i(2) 10] } 


452 
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n 


D'Leit, (O + 1G) L, T (O| 


k=0 


zen" ITO Lal) + Lus (2) L.,-n-i(€)] 


+ 


dn (O+ deit ul 


— 
Es 
CH 
pL 
S 
| 
ev 
一 
DS] 
— 
e 
x 
I 
Lu 
一 
wm 
— 
r< 
< 
| 
ev 
~ 
N 
— 
站 
< 
l 
ə 
~ 
wm 
— 
Kl 


z 


2 


$1 te Ls) Ltn(z) Lil 


一 Luis L i(z)—-L-a(2) OI } 


1 


CFL aT, G) = 5 (Dinle) renle) +) teil, 


3| _ ITO L., (2) — Iia (2) L,- iQ) 


+ 


Lait Aa alte 


(CDF [el)r (2) + La) viel 


(CP [uis (Is nls) + kussi! na 


(15.231) 


(15.232) 


(15.233) 


(15.234) 


(15.235) 


(15.236) 
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"tat el «vacio } (15.237) 
Y (p. (vk) PJE) - Z5, (O - zL. k(2) ÉL, a ` 
k=0 2 
- Se ) s) 7 Luca (2) wa 人 a] 
- [1.0 -1 vv (15.238) 


PODL) Lual) = [CDS sa G) Laon) + LG) hs]. 


(15.239) 
对 于 K,(z), 因为 根据 定义 
K,(z) = > Cr e (15.240) 
所 以 一 定 有 
K,(z) =K_,(z), (15.241) 


这 样 , 在 求 和 公式 中 就 无 需 涉 及 K_v(z)， 因 而 我 们 就 能 够 写 出 有 关 虚 宗 量 柱 函 数 
K,(z) 的 下 列 二 次 型 求 和 公式 : 


n 


Y vk) Ka (z) Kk (0) 
k=0 
= 3 = I Lom (z) K, +. (ç) + Ky,+n(z) K,+n+1 (3j 
- [EK (O +K, Ke } (15.242) 


SOOD MHk) Kvse(z) Kai) 


=-= Jux ant ball: Kyrn(z) Kent) 


+ 


m~a 


K,(z) K, 1(C) - K, 1(2) K,()] } (15.243) 


> [K (0 Ki. (O ~ Kr) Ke] 


- d del Koen (£) — Keen (2) Ks (O)| 


- [0.60 - Ka C0K.(0] |, (15.244) 
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n 


Y CD* EG) Ka) + Korel) Ke] 


k=0 


= Tas [Kvnti (2) Ky+n(C) + K, +a (2) Kant 
| 


- [K K, (0 + Kr- (2) K, (O) } (15.245) 
ierg Senn Kem) KAR], 05240 
en K? (2) 

- Sc [Keen Kus (2) — Kon (2) Ks Q2] 
tK AO - KaQ)KG) } | (15.247) 


5 Tg em KE sele) - Kale) = as (ORC) 


= á { [Kenia G) Kiel: K, +n (2) SËCH 


- [&2)K, -KK } (15.248) 


DD ERs) = 5 [COR a l) Kral) + Kelt, ell. 


(15.249) 
同样 , 在 1,(z) 5 K,(z) 之 间 存在 下 列 混合 型 求 和 公式 ; 
3 XR) Laa(2) Kex (C) 
k=0 
- ZS aK. (O + anle) Rana) 
- [LO Ko (0) +a) K, (O) Y. (15.250) 


5C G-- E) Loa (2) Kex (C) 


— te [osa (2) Keen (0) — Loin (2) K; ai (O) 


+) K, (O tack (O| |, (15.251) 
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3 (u+k)L (2) Kanal) 
k=0 


zÇ 
=Ç 


EE (15.252) 


3 p na (2) Ky (C) + LA lz Kvn (0)| 


C ok) Luo) Kal) 


k=0 


= -3 ŽE [L i9 Ras = ronl) Krsna (O)| 
HEEN (15.253) 


y» vcr k) Lik(2) K, i (2) 
k=0 


-EL Lasa nl) Krant) 


+ Ltn el Kan (2) — Lasel Kurnri(z)| 


ua el - rok ao dl K e) -gal K l] }, 


(15.254) 
RENE 
k=0 
= empta ` es Rena] 
n "o K, (z) - L-a(2) K, (2)| , (15.255) 


3 (ett el Kv (2) 


= RI i huis Katz) = INTE K; +a (2) 


Luca) Khanti (z) — I, s) Runn 1(2)| 


+ OE) LOE) +h- ()KLG)- 1,0) Ku] |, 
(15.256) 


第 十 五 章 RAH Christoffel 型 求 和 公式 


456 


n 


Y Cook) IL, x(z) K,x(z) 


4 


` fon Inte K,+a (z) — I-v-n(2) K,+=+1(2)| 
haal - n KG). 


X [L GEL (O + a (2)K,. ()] 


ELAO TO) 
-ERO - (wO |, 

Y IL, + | (z)K vaa (C) — T GE (C) 

Jm [ama Kis (C) + Les) Keen EH 


LG a () + ta GK0]. 


+ 


X [L (Ki, (O + I (Kk (O| 


-sll [a (Kan (6) = Lon Koen (O| 
- o K, (é) - h-,(2)K EM 
| 


DD (KL (O) — IL, a GE (C) 


= F [CO [Li OR as Lr CK O] 
+ [LK (O en 0] } 


y [Ls Ks) + Lle) K+. (2)] 
k=0 


计 Dis Ky,+n(2) ST (2) K,+=-+1(2)] 


- [Lo - LG), J, 


(15.257) 


(15.258) 


(15.259) 


(15.260) 


(15.261) 


(15.262) 
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POD [rK avis 7 É, G)K a) 


— Aan [aa (K, (2) + Lan (ZK, aaa 2] 
+ bokatak] (15.263) 
D [La + t, ORG) 
o s [bres = Ls ORG) 
SET ENEE (15.264) 
2 bail 7 Lc OK a G)] 


- a: [sa(z)Kvrn(z 二 Lan(z)Kvrnsa(a]] 


hei, deih (OK, (2) } (15.265) 


类 似 于 柱 函 数 的 情形 ,由 虚 宗 量 柱 函数 的 递 推 关系 (15.214) 与 (15.215), 也 可 
以 组 合 出 新 的 递 推 关系 : 


-2, » ei P (2)| = v(v4-1)Laa(z) + v(v—1)L. 1(2), (15.2662) 
2,2 Ex. Ki eil = v(v--1) K,,i(z) + v(v—1) Ky a (2). (15.266b) 


由 此 又 可 以 得 出 下 列 求 和 公式 ; 
Yen Luet + Ze RG ` Kastel 


k=0 
之 


| - (rene Den) [Lea in (€) — en Loon 2] 


1 

"ac 
+ D0 - 1 C0] V (15.267) 

Yet —(u+k)2— 22 Ip. — zk (2) 7 (2) 一 SE 


z? 
S Lo emm [esa (U, G) Len OT an ia G2 


eviv-1)[ GI. dai - 1. G0ILG)] } (15.268) 
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Yr Coe Toast) 7 EE [es aO A 
zÇ 


(Contiene otn [an anlO "esos O] 
—v(v-1) [e + La (z)L ©] H (15.269) 
3C D*G--8? [a (z) — zvale) G)] 


= 3 [Dtnt D Qr n) elei - v(v- delt (2)]; 
(15.270) 


Yeu aO) 9 e NA cl 


= 2 Zd — (v+n+1)(v+n) nts alt 一 Iv+n(2)I-v-n-1(0)] 
+ v(v —1) At (O) - LG) , (15.271) 


hant et ag: Zait Ei viet ul 


ace c mene [Los raO allt viel 
TEE (15.272) 


Yeti D Aug ai Liz. viel 


k=0 
halt +a (t (| = titel) 
2 
= zl — (u+n+1)(u+n) tel, lei 十 In(z)jI 1(z) 
LynHi(z)I-vn(z) 一 Iis GL aci) 
tv(v-1) Aa As —L tat ,(z) - E (z2)li (2) + OO } 


(15.273) 
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Serei Dunkel — zL GIL, ) — zr ail 
2 , r 
- el - ett Ui ale (2) 7 Ln OI s a] 
+ v(v. —1) [GL G) — (JI. Aal } (15.274) 


GE GE Luet) 


k=0 


= EE nis ai) + Ies (2)I-v-n-1(0)| 
— v(v—1) Leit (C) + Late Ac) , (15.275) 
ien gh et (O 
k=0 
- e [exor uo +U, waL AGO]} 
-12 e v-c-n vcn 
lt eren an Wisel 
x [icai GL La (0) + I-v-n(z)I-v-n-1(0)| 
ie [Lr +n] V (15.276) 


n 


Dt (uasa) ` Zait ail +a GL aD] 
k=0 

= GENEE ant ai + Ivan (2)I-v-n-1(2)| 
— v(v—-1) ORO + Leit ell } (15.277) 


n 


DD wk) E, véi ` dl vleit ell 


k=0 
[nrt Gne l)(u+m)I yn 1(2H alzl — v(v— deih lei ， 
(15.278) 


š 
2 


zÇ 


Yo [a (K (O We 


lat) = iii) 


dem lenem) [Kuinsi G)Ks as (C) 一 Kurn(2Kvrnsa(G] 
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wD [KKO - KKO] h, (15.279) 
Yee [i-e tto - satu - ICI) 
k= 
= S [ere eem [Krenn ORC s 2) ` Kaale a (2) 
-vo-D[& KL ai Kiel (15.280) 


Donte? vk(2) Ka (C) 一 ze 区 +k (2)K; A) + K, Q)K EH 


k=0 


{Crnt DUn) [renes OK n (C) + Kee OK ea (0) 
ie [KaKa + KaK] H (15.281) 


DOOGDE wk)? [KZ ll — 2o G)KL AG) 
k=0 


= S [CD Gc + )(e+n)K, aa Kon (2) + v(v—1)K,(2)Kv-1(2)| , 
(15.282) 
3 1 (v4-k) Rb v+k(z)Kr+k(C) 一 = IL OK, C) + lei alc) j 
k=0 
= l — (u+n+1)(u+n) [La OK en (C) 一 Lies (Keen (C) 


ie Ae, (O Lisi } (15.283) 
Y eee COR un) ` 5 en Kisele) oa GR G2] } 
k=0 


= d 一 (v--n--1)(vn) [ana Ks is (2) 一 Lan(z)K,+a+1(2)] 


+ v(v—1) am, si - Li (K,G)] } (15.284) 


Me 


ien Kr (k (O+ Z [a KL AQ tK aO] 
1 zÇ 
"3 G—z 


ais, véi nac] (15.285) 


[CUm onem yen) [a GR, a (O "Ls (Ke a (O| 
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Snte [i-e] COR aa CO 


>= 
lI 
° 


huel? «OK GO] = sal Kalo) | 


22 


= FSH wrna) Dn (a) Kal) + Ia (z)K; i, Lë) 
- anpi (2)K,+ (z) 7 Iris Keen (2)] 


ais [LEK G) +a (EG) Del, viel eil 


， NEE 
1 A / / 
Yes? [LRQ ZS, (ORC (O+, (Ka (O|) 
k=0 
BEI oen een) MD “LaK, (O| 
ale el (O Heil (15.287) 


Sieg ton = $ [CK (z) Y (Ko 人 } 
= ai — (v+n+1)(v+n) [I-v-n-1(2)Kv+n(2) - In(z)Kvrnsa(a] 
+ v(v—1) [I GYK at - 1 G)K,(2)| } (15.288) 
DD*(v+k) "lh (Ka (QO 


k=0 
zÇ 


SS ILL «(KL (O) 一 Tel ) 


"3 -=z 
x [Tn Kien (C) — Ls G)K sen 1 (O| 


-wD Ga (9 - 1 (2K,(O)] } (15.289) 


(CUm onem 


> (71) (wk)? 三， viel, (2) TL TO mo 
k=0 
= 3{ CU (enn) [i-v-n-1(2)Kv4n(2) 一 La) Keen (2)] 


- vw- Ae, Aal ele) y (15.290) 
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同样 可 以 写 出 虚 宗 量 柱 函数 的 四 次 型 求 和 公式 . 为 此 只 需 根据 它们 的 递 推 关 
£ (15.214) 与 (15.215)， 导 出 关于 工 (z) 的 二 次 型 递 推 关系 


S Ip (2) L(z) = -B (2)+ 2. (2), (15.291a) 
(2V o) + 212(2) = E (2) + _,(2) (15.291b) 
和 关于 K, (z) 的 二 次 型 递 推 关系 
Z Kall Kieler KLa), (15.292a) 
2 (2) Ke) + 2K2(z) = K2,, (2) + K2_1(2). (15.292b) 


所 以 , 就 能 得 到 


vk) LA (2) Li (6) l: Lx (2) (C) + CH. el Lui) 


< 
= - [Es L0 + Baale) Bin] 
+ [eos aoo]. (15.293) 
Y CD Hb) Las) aO [1o 1524 Ce) Lies] 
- beares saa] 
+ [eoa Cape (15.294) 
Yora All Eet el s CIL, vlt. ici 
El a, O+, EGG 
Aan 0 e) Ac } (15.295) 


DD HR I-vel) Lvl [e rel) Lule) — EH vill) 


r 
il 
© 


- Zf [Ec Erl) - Ls GO Esai] 


[Boro - 1,910] (15.296) 
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DR) La) Lo) z Irel) Y ug 2) + Cpl) Lv C) 


> 
lI 
° 


一 xi 一 [NO B,C) + ln(z) TO] 


+ reit A0: E E.G (15.297) 


X CD 97-8) rel) Ivl) |e Irel) rl) — CIL (2) eg] 


-HS a OB 0) Ei, ul 


+ BRO - $0.0] } (15.298) 


Y Hb) Kee) Kan le Kall KL) + C Kial) Kee (O) 


k=0 
= gl g LO Kz+n(6) + Ka, (2) Kit) 


Jang vie. visite (15.299) 


Y C DG) Kia) Kei O [os G2) KL CR Kos (O) 


k=0 
= Xfi iis KIC 一 KP sz) Kis 


has AR aoxo]. (15.300) 
Wendel Ke [1e C) KL (O +U. G) Ko 


= Zu i I aua (z) KP aO t I? La (z) Ki G) 


- 
lI 
° 


+ [Eso eme] (15.301) 
3 C0 97-8) La) Kurel) [2 rel) Kr (6) — Ciel Kan (C)] 
k=0 
SEENEN 


+ [£0 - Aal (15.302) 
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-Zf E naD KO Hnn) Knl] 
league OO (15.303) 


SL pts RI ll Keen (O [e I-vel) Kr (6) — CH. viel Keen (O| 


k=0 


- Acn [P r-n) KZ) Eu alen) 


least ue 80x16]. (15.304) 
Wk) Bale) a) = T| aa Eus HRO), (15.305) 


(pi NEIN 22s (oa) — [22 echt ta) 


3 
8 lara Iv+n(z) [tns La (z) — Leny (2) Lie 


-Onoko - onc] Y, (15.306) 
Dore D. alt, ill (P, U EOR], 
(15.307) 


n 


CD ox) P, viel 


k=0 
x [2 ae 221, (2T u vil - [2 Qi? [e «a 
E Suel 
x [r-n t) r-n) Tn) Lun (2) 


- L.(G)Ti fei D Aa I (2) — I ,(2) OCH } (15.308) 
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n 


Seille vale) [s DIL, il Toe CDL i) 


k=0 
= 5 | — Lisa (2)L.,-n-1(2) ba (z)I yn(z) + D(a) (2), 1 (2)h-, (2), 
(15.309) 


(vk) Ki (z) Katz = i | 一 K? n+1(z) K2 (2) +K2(2) K2 (2) , (15.310) 


CF Gee) (0282 G) 238 (Kors) [079] Lu 2] 


EN 
lI 
° 


= SCD Kunle) K,+a (2) [Kama (2) K’ (2) KU u (2) K, «(2 
- K,(z) K,-1(2) IK.) K' (z) - K! (2) K,-1(z)| H (15.311) 
Dor k)l a (z) K;+k(z) INO KR(z) +1L+k(2) Kell 
=f yar (Khale) + Bra Knn (| 
+ [Eoo - aoo). (15.312) 
D+h) I-v-k(2)Kv+x(2) us Karl) + I (2) Kiel 


=f [esso K2,,() + E, s) Kass) 


+ [Eoo 0.09). (15.313) 
> (ee uoa + [B Ot - 9a] ) 
=Z s [Ë at), Ell ni 
- [E00 -BR y, (15.314) 


n 2⁄2 
DOD WHPR BO + es [uo + ma] | 


> 
lI 
° 


2^2 
-3 Cn |, G), (O+, Ë, (O| 


+ (202) MEL SESTO I) } (15.315) 
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272 2 ze É 72 12 2 

Y leng, Aaf, viele Zelt, it, O il, al 

=- -人世 9] 
REECH 


(15.316) 
Yon (oe? el (O 
k=0 
22 2 
+ ect, COT AQ Eveil) 
z2 2 
E EO OEE OI T) 
+ |... (O+, |), (15.317) 
> 


z2 2 
Iert, ett. vg es [1946 aa, véi 
k=0 
2⁄2 
EECH 


8 vin 
- PORO- E (2E, (O) 


DV {ti Bile )E, (O+ 


(15.318) 


* 
I 
o 


2+2 
= ia CD" INO P, (O) + ELA (2) P, n KG) 


EE 
D {tA KL) 2 (O 


lait, (O+ RG 


(15.319) 
e SS (82 (O Suedel 
=Z a|. e KEO - 

BEER 
DO VKE KE 


+ es OKRO Kill) 
z2+¢2 v+k vik(C v4-k v4-k 


KG KL aO 


(15.320) 
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1 2⁄2 
= | ill KL (0 Ke) KL (O) 


+ [éco «xaoko]) (15.321) 


>` lee z+] (2) K2 LR(C) + E MP Ë 2 (2) Rit) — Hits) re (0| | 


一 E ES ti enn 0) Ke (0) — Ys (z Ka) 


- [Eoi dene (15.322) 
n z2 2 
DD {ta ae) Ka 6s [Ea OKRO GK, (O|) 
2+2 
-SA CD" Bin KL + El) Km) 


+ [eoo «aoo. (15.323) 


GENEE 


Elle, Rail ELLO EL | 
- [E£.KLaQ EN (15.324) 
Don ore, ap Ki. 
TEEN 


272 
-3 CD" [Eos a) KL O+, Knn O] 


+ [Eoi e Ain) (15.325) 


Y HT) D EE 
k=0 k=0 
+ 一世 + 


z3 


= > 他 ear tel a Q2) 一 OO] 
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- List, (2) Leit. (z) — List, viel y. (15.326) 
DE [oru e) + 2. C) 2, (2) 
k=0 
z? 
- MM Pu) HG) eh (15.327) 
325: Ge: aa GAO 


talus GIL, ale) = " + (+, ail 


E nanle) fron Enl) leit ail 


A .no (15.328) 
KEE [+k I5, glz) + 222, vis T, s) 
k=0 
2 
8 Slam, 1(2) yn(2) + h2, ESO (15.329) 


Y cn [ot a vii S [Bst ail + COT, dei 


2 
reif + is 


+ Tan Aal (GE } (15.330) 


"SC vaa aY a (a) K (1282 O 


k=0 
+#K, (KL. ENEE 


3 
= Z [esa (Ran) [aaa KL s 2) E K, isa (2)Kv+n(2)] 


Kueb, vele, 1 (2) - KK) } (15.331) 


Y Caro Ru) +2 REG KG) 
k=0 

z? 

S (CO Lua) KLaG) +K) Kah, (15.332) 
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Lu 


3 (uk SO T a) Kz] (z) + T IG. Kf (z) + LÀ) KG) ) 


k=0 


N 


= ser tel Kya (z) + als z) Kiel 


Gre 
, 


GHEET (15.339) 


* [G 
+ ia v—k(2) DEE AG Kao]! 
ER 


+ [Eoo +É Aire) | (15.334) 


(u+k)2 ) K2 si 
1 


Il. GO) KE) +É, SG) Kpn] 


可 以 预料 ,还 应 当 有 更 高 次 的 求 和 公式 ， 从 略 . 
根据 虚 宗 量 柱 函数 与 柱 函数 之 间 的 关系 


e inu /2 J, (z e7/2), —n«argzx/2, 
LG)- (15.335) 
eidnv/2 J (5 e-i3n/2). T/2 « arg z <, 
T eme HP (z ein/2), —n<arg z «m/2, 
kat? f (15.336) 
erer HO (z e-in/2), —n/2 « arg z € m, 


由 柱 函 数 在 大 |v| 时 的 渐 近 行为 (15.32) 就 能 导出 虚 宗 量 柱 函 数 的 渐 近 行为 . 这 样 
就 可 以 看 出 ， 上面 列 出 的 求 和 公式 中 , 至 少 在 v >0 的 条 件 下 ， 有 一 部 分 许可 取 极 
限 ”一 co. 这些 结果 是 : 


oo 


POE) barh) bal) = 577 LOOO] (08.337 


k=0 


oi 1)* (vk) Lutz )Laa«(6) = P. Ë (2) I, (ç) 一 I,_1(z) LO, (15.338) 


SS 


(^E) Etel) = P L(2)1,-1 (2), (15.339) 
k=0 
oo 2 
POOD wk) Bal) = -5 [oa -nacr). (15.340) 


a 
lI 
° 
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att ac l] = 5 [E121 7-1) (|, (15.341) 


C [es LO € T4) Lal] = 5 [141,100 € 110014]. 


e=? (15.342) 
> [|+ eonun - PO - aaO a2) 

- =L I, (2) — L-1(2) 1). (15.343) 
YC (a) = Goa] (15.344) 
GENEE «esca - nacta] 

= ED ES 0 saco). (15.345) 
Yen D Aug - 2], (2) — zl (2), a2) 一 SE 

I = "CH z? HEI - Li (OE), (15.346) 
GENEE _ ze ION + TG] ) 

_ ren ez COG viele), (15.347) 

ooo {Bn -Ca 
2 CH Lane), (15.348) 


bel? 


HR) Lr (2) Loc) [eon C Toe (QO +C pale) Trel) 


Leal 
lI 
° 


= FORO +B (ECG (15.349) 


Me 


(7E) los (z) (O [2 oo G2 Ell — CE 2 o6) 


x 
lI 


0 


- ër 90 E dai, (15.350) 
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oo 


X (qk) 7 (2); (2) = GL v1 (2); (15.351) 
k=0 


ODEMO R GY Sall 22a COL) - [2 + +], ` 


z3 
-- La) As I, i(z) Eis Li], (15.352) 


eo z2 2 
Y [etica + Bc [aC a0 - 14.0140] | 


_ 1 sic? 
/|O222—(2 


DOD UHR a BaO t Z6 [6a tao emt. 02.0]] 


IE) (O - a0). (15.353) 


z2 2 
ee BOLO + Ea G2). (15.354) 
Yo ky vtk(2 DT IL le Luis 


k=0 


+zl;,rk(z)I, AR(z) 一 [2 +(u+k) ^uae] 
z3 
= -E GO [Le - Eil, viel) (15.355) 
oo z2 
Y C»* [Ma + Baa] = EBO Bl). (15.356) 


另 有 一 些 求 和 公式 , 在 v>0 并 且 |z| < |6| 的 条 件 下 , 也 可 以 取 极 限 n 一 oc. 
这 样 得 到 的 无 穷 级 数 有 : 
ç 


Yer TO) = 3e nos LaO], (15.357) 


3 C (E Las) AGO = -5 (0) -1-i()L, (O|, (15.358) 


y [er uo leit cl = [pono - nacre]. 
(15.359) 


Y CD La) (O TaG)LZ-«)] 


[On (O 12:0) Lu], (15.360) 
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oo 


ok) I. | (z) K, k (ç) = EES Lis K, (Ó) *tL.ai(z) K,()| , (15.361) 
天 一 0 
(-1) (v--k) Lx(z) K, | (Ç) = - E "o Ks- (Ç) — La(2) SÉ , 


(15.362) 
Y [L (K (O +Y KO = Se, QO 7 1 CK). 
(15.363) 


hus, eich (XR (CO. 


Me 


-DF [OKO 1 GR (O| = 


(15.364) 


E 


Ke? 


=z 


Y 0H LAOG + ais vi _ Lisi) ) 


= Leit (O 一 Lie. (O) , (15.365) 


ECH ES Leno elt, (15.366) 
Zenith) ` E aO Ic R0] } 
= "CH = Lisi, Ei - li (KA). (15.367) 


Y eee? eK e () ` S| aR) +a OR 2] | 


_ GH 1) z Asp, Ai _ EEN (15.368) 


Det Irala) Li (O | rel) rel) + CT ra(2) I a(O)| 


NES 
A 


CD MHk) Ipla) Loi) [e erle) EECH 


- Sono -Bae BO), (15.370) 


[£28 A0 ei, (15.369) 
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3 H9) Ts) Raul (K (O +C (2) Kannt) 

- Seo (O + tie, (15.371) 
Spiel null Keen | 2 ll Kall — CU, G) Kv] 

= eo aO teil } (15.372) 


22 


Y (ortae ai as [a z) T5, déi — I ul) 


- Z .0 E.G (15.373) 
Ile KE (E, (O 
k=0 
z? 2 
+ [ET Q + Diet, O] ) 
1 2e? 2 2 2 2 
=a PORO EO), (15.374) 


oo 22 
D [enu Kat s [aO KAQ - 2. (2, (o|) 


27-2 
SE KO) -Bd K2(O)], (15.375) 


oo Q0 
> (1) lee T a2) K2 7 (0) + = IO Kj (C) TA) K? (0| ) 


_ 1 z2C2 
2 2z2 十 62 


815.4. 柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函数 的 混合 求 和 公式 


由 于 柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函 数 具 有 形式 颇 为 类 似 的 递 推 关 系 ， 所 以 它们 之 间 也 
存在 混合 型 的 求 和 公式 . 下 面 列 出 二 次 型 的 求 和 公 于 


IG) KE ( + Ba KO]. (15.376) 


KO 


KEE 


k=0 


- A [Dee Gees — Jen oca O] 


"Aust, véi sace] (15.377) 
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LA(G) Ir (Oen) 
- EN Beni oan (C) + Turn(z) Anc 
Poro 1010] (15.378) 


y vtk v— &(C) - Y, TP 


k= 


L 


= S [etus ` Joe OL CO 
- pono - We (15.379) 

x MM KO 1, QJ C) 
I - [Ca Juant (2)l r-n (0) Join GL ma] 

+ ponat «3-00. (15.380) 
> [50 + ail ais 
I = 3| - [| 9st = 120] 

ps0 - 3-0 uc (15.381) 


GË 1)* wi vtk(C Ill k(z) 


| 
Jr. pef J-v-n-1( z)len (6) + J-v-n Gee E) 


| 
- [sena enata] (15.382) 


n "IN 
k=0 
= A 一 Datei alt 一 J-v-n(2)I-v-n-1(0)| 


+ Prono - et (O|), (15.383) 
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KSM EE 
k=0 
= [CUP [scs weie allt O] 
- [1 + et cl (15.384) 
[51,0 - 1 (ON. G) 
k=0 
= Ela COLO ` Nass iQ] 
- vna -xaoro]) (15.385) 
KTM uo + LON) 
k=0 
= [OD [Nosna EECH 
DEELER (15.86) 
> [EEO LO Nl) 
=0 
-1 vnd (Z z)L.,— n (C) — Nos (z)L a T3] 
(15.387) 


2 
act Al 


Nat (Q) - N, 


Se ` 


k= 


° 


dk 
n O +U. Nele) 
(CU ET s) Nes Ls] 


1 
ub 
+ " A0 «(0 + Noale n (15.388) 
Y [uo + ce Jos (2) 
k=0 
Jvn(2) Rat ©] 


(d 
一 了 d H v4n41(Z Rail V 
-| (15.389) 


LOK aO- Ial) KO] } 
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_ 1 
2 


+ [OKO sack] 


“K.A (O Kill 


Vo rin Kral Ot Isala) Krinn O] 


Y [ZEKO + KO] I-l) 


k=0 


(|= 


1 
2 


+ 


" 


{ aleet) 7 32 GR sa (O| 


Poka = 3 ()K,(O] V 
u+k 


Kannt)" Kant (9) 


- 5 Con? pocas + 1, CR (O| 


DK, Ks] V 


> [EK (Q Kc) N;+k(z) 


k= 


o 


| 


2 


1 
2 


+ 


; { [Ni K+. (0) 7 Baatz Kosas (O)| 


[N (2) Ka-0) NM (9) K, (O| } 


— Kee) = Ky] Ne) 


(CUP IS GO oen (O+ Nos) Krsna (O)| 


[v G)K (0 + Ne KO)] }, 


u+k 


1 


- Teele) T JY.) Lt) 


+ KORG + Jy-1(2) Luc k. 


(15.390) 


(15.391) 


(15.392) 


(15.393) 


(15.394) 


(15.395) 
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Y C [55 - 1 (|. (O 


= mm mm (z) Lis (6) — Juen(z) Ls (€) 


+ [nao - sacro] (15.396) 
Y 全 -了 


= A 一 [vna GO (C) + Jo seen (O| 
| 


EECH (15.397) 
GË Aus +J (|. (O 
- T [Da 1(2)1 a (Q) 7 32.7 (2)1,+a +A (O) 
EECH (15.898) 


- 计 ent all aalt tc) 
| 


+ [tonat Alt (O|, (15.399) 
Y Co [ast Mall vie 
k=0 
= 1 [Jo GILL (O Jusa(z)Ls-n-i(€)] 
+ (Aalt, (O + (LAG) } (15.400) 


- 计 EN vil 


+ [10 2-401. (15.401) 
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ç 


- [iso - n a] (15.402) 
Y [seo Na] 
=3{ -Renn o aal) Ns Ges] 
«orae eil (15.403) 
Lon [一 Na 
= [Cu [Nean e) anlO ` Nee Lone] 
Moro - Nace]! x (15404) 
Y [Eat cl ug 
SEIT 
+ [vn Alen. deit Al (15.405) 
Yos nei + Na] LO 
EINEN 
+ [sao 8 de A (15.406) 


- 3{ [Dessin G) Kaal) Jes (2) Krenta (0)] 


- poa a0] } (15.407) 
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Yos [E ea) - aC Koen (O 
- jc [oe Kon (O) — Jen (2) Kran (C) 
- paa aKO] (15.408) 
D a O 
- 3l [vn GDKo e (Q) + Jon Kn (O] 
lei, aO + leg } (15.409) 
DC = Jules 
- zur Duca Kan) allan) 
- [4-0 - 5.) h (15.410) 
Y [eat + xa] Rat 
= [Neo O Kral Nes) Krn O] 
Jade, exa] (15.411) 
DODEN -M K 


=- 计 CD [Noa O Kraal - Norn) Krin (O 
- [v0 - Nac]. (15.412) 
将 上 面 列 出 的 求 和 公式 再 加 以 组 合 ,又 能 得 到 
Y^ [ses a GO 


k=0 


= =< | 一 Jrn+i(z)L (C) + As, cl 
2 一 6 


[Da Deni) — Joi GLO]; (15.413) 


+ 


2 
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3 C DF [3v GT, (C) + Cou GOL e (C) 


TES (D Jpn Gase (O +J, GLO] 
=$ so UJ Coon) + I)a], 


> Lut. (O A viel 


= Ge | — anc tell alt) + J, (2), (O| 


+ = (Diet v- n—1(Ç) 一 JL) , 


Cesar _v_k(C) 一 elt vc 


25e [ea Assel Af) + Jo-i(2)1-(2)] 
C 


之 一 


>` [2 c KL (QO 一 aO on] 


SR 


— Jtn (z Kvine (C) + J,— 1(z )K, GI 


2 — Das (2)K,, OEA (z)K,-i(6 | 


+ 


Y Cu (K, (O) El (z)K,,k(O)] 
_ 2 十 6 -| 


(一 1)” J,+na+1(Z )K all +J,-1(2)K, (O) 


- = [Dn Krn +K], 


3^ [Nl — Niele) a (O| 


= EP [- Nuen Gan +N- vil 
= 


+ |- Mellen (iz NaOLG). 


c» -— - (N G)L (O| 


+ [Dan (WI nO) + 30-4). 


(15.414) 


(15.415) 


(15.416) 


(15.417) 


(15.418) 


(15.419) 
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一 = Im Goma (C) + ICH 
+ 2 CD Nina Gan (C) + N, (2)Iv-1(0)]; (15.420) 
> [zN s G)T vii _ CHL dell (O] 
k=0 
一 = — Noenai(2)I-,- a (6) + N,(z)h CH 
+ F | "Metall" N,-1(2)L_, (O|, (15.421) 
POODE Nc OIL, alc) CN leit )] 
k=0 
= Elte left s a (O NOU] 
+ EP [CONG + N GBA; (15.422) 
D NA (2K, Q) 7 CN a GE (O| 
k=0 
一 = | — Nyon (z)Ks ena (6) + N,-1(z)K,(O)| 
+ = Neue) 7 Self, (C)]; (15.423) 
> GU oni _ CHL. del (C)] 
k=0 
= -世人 [TO 十 N,(2)K,_,(O)| 
一 = mn OK rna (0) + Nv- (2)K(0)]| E (15.424) 
Zuch? Lk Ç uc z I. +k ç 
> uk G)L (O + CIL, GL (C) 
k=0 
一 2 [Jn Gon (C) 一 ËCH 
+ 二 | — J-v-n-1(2)Iv+n (Ç) 十 J, (L (O|, (15.425) 
一 二 [2J-,-k(2)L Lk (6) + CJ yg(Z)Ty tlC 
POODE 22. (U (C) + CI elt C) 
k=0 
= ZES ue (lO + At uc 
+ z € [CD ellene (0) + Är leide), (15.426) 
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n 


EONO RO E] 


EO 
= 2 [Tn (2) wa 一 下 -Lv 
+ ER | —J-s-na-1(2)1_ allt 1 deit Ac, (15.427) 
GË LA sit, i (0) 一 G, viel, vOl 
ü ER mi G)L ail + Aalt dc) 
+ 3 [eom GL O + hO], (15.428) 
> Ë nn klSlE, A) — MNO em 
= ET pona RY) 
+ F | ~ J-v-n(2)Kv+n+1 (C) + HECK (15.429) 


SE Mel, (O -Iel (O| 


k=0 
= 2 Ier GE eei (O) — WEEK 
n" s am sca (Ks) - 1 el, 0. (15.430) 


以 上 得 到 的 (15.377) 一 (15.430) 诸 式 中 , 均 可 代入 5 = z. 

比较 递 推 关系 (15.291), (15.292) 及 (15.96), 可见 它们 的 数学 形式 完全 一 样 . 
因此 , 可 以 预料 , 在 虚 宗 量 柱 函 数 与 柱 函 数 之 间 也 存在 着 下 列 形式 的 双 二 次 型 或 四 
次 型 的 求 和 公式 : 


Dt Ta bn (O [Je 2) Tr (6) +C Ippa) viel 
k=0 

= 全 人 [esto + Ea) Ban) 
EE (15.431) 


SOCIO Latz Lm (z) L4k(z) + Je+k(z) U... (2) 
k=0 


H a i LO MOLD I eni) 


+ [Boa ex veirel) (15.432) 
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STE TEE 
lung, (o BaO ` Bnl) Bint (O| 
+ [B10 -Bd EO) (15.433) 
Y C9) V) oss (2) [osi (2) Nie) Joa oa) 
= ES nr Denr O EO = anle) Ban (O) 
Porio vip) (15.434) 
SOH Jurate) vllt El + Cale) cl 
e a [ess O+. eÉ, cl 
+ [Eon uo «x oro]. (15.435) 
Y 07H93) Lun C) [osa (2) rela) elt ell 
=f- essen exar. sac] 
Du G) a0), G)| } (15.436) 
YD) Vo) Luca [2o (IL (O — Coon (2)1-, (O| 
SEENEN 
+ [Bou - x aoro] (15.437) 
PODEU Jasle) Loval) DT) 
eum. ao, Ral) 0) 


+ [ioni - aoro] (15.438) 
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JOWK) I-vel) LC) [e Jv) Tos (6) 上 CD 


k=0 


= 2 一 2, a) D. (C) HI ynl) Ean a0] 


+ [EO + 0) ), (13.439) 


SQ vla) raal) [I KE Lele) + Ioel) Eal) 
= {= Peroni Banla) Bra nie 
+ |Ë) ein Hiel Dill } (15.440) 
DE NN] NO NG NO NRG) 
= 和 {CD BaO = rl) Byn O] 
+ [208 (0-3 (o|), (15.441) 


> C202 v) oa (2) Jv i tele) — Iole) n (2)] 
SEIN EIDA 
+ [8292.00 - 5.002) (15.442) 
DUDIC) pO [23-8 (2 TsO € CIL, (JL O] 
e a ess esos] 
«hoo eoru], (15.443) 
Ys Jvc L0 [uc (8) La (2) + la (2) IL (2)] 


z 


= {= | 
+ [22(2) LG) -J2 ,(z) O] } (15.444) 
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3 CD 67-8) 3-4) alle EO E, (6) 7 CIL, a G) Ai) 
k=0 

— lune, ai, o EO ell 
+ [eo A0 - 3 9E] . (15.445) 


DD HR Tn LC [I-vel uel) = Inel) lei 


E 
I 
o 


+ euo - 9 (2) (0) } (15.446) 
| ig Lille Manuel To (O + CNT (2)1 a (O] 
RS [ao O +N... (O| 
+M) erac] (15.447) 
Rente Loo) [Nole lon (2) Nos (2) Tos (2) 
SEET 
+ [NEG el + N2 1 (2) (2) } (15.448) 
Sien Nye) loea (6) [z Noon) Toc (6) — CN (2) oo (O| 
= Sesso Selfie) 
+ [oia -Na BO (15.449) 
Y CD G8) Na) Lien) Nell — Noa (2) a 


k=0 


= c INE Lua (2) B (c) 一 Na (z z) sa) 
“(O| 


+ [N22) 1 A1 - N2 Ae o (15.450) 
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eng HON rao) LO) [Neo Lrs Native 
El ei O +N. GE, del 
+ [Vico uo +N deii (15451) 
eet La) [NL (2) a (2) Bull (2)] 
- a leif, (2) NEG), wa] 
+ [NEG LG) + NEG) , (2) } (15.452) 
Y CU 9-5) Nell lO) [Nara pO CNl) ici 
= Z {Cn N, (O 
« [cou - NL 02,0] (15.453) 


KRINGS Ny+p(2)T_ ,x(z) IN (2) T, (z) Ni. (2) 1 vill 


E 
Il 
o 


ene, a0) = Neale) Brna (O) 
+ MORLO- xao] (15.454) 


Dh) nls) Ke (6) [oen (z) Ka (Q) + CJ (2) K, (O| 


ZS aa. (O+. Kna O] 
SOLOER ANOLON (15.455) 


Y (+k). (2) K,+k(z) LO K, (2) + Jv+k(2) Kall 


z 


= | i pa (IK (2) + Jo (2) Koen (2)| 


EEN (15.456) 
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DIr Kli) Ka C) [23 (2) Kris (6) = Ja 2) Rani) 


m 
lI 
o 


= dcin Desa) Ky (é) — 32.4) Ks] 


«goa eieiei) (15.457) 


3 (—1)*(u+k) J;+| (2) Ky (2) Dua (2) Ki (2) — Jo I k (2) SCH 
k=0 


= ea" IC Ki. (0) 一 aale Kia (O), 


+ [REKO — 32 T (2) KO] } (15.458) 


SCIO K, +k(ú) Ë J-v-k(2) KiC +ç J xz) SO 


k=0 


+ lp Aa 1(O + 35,0) R2 (O) } (15.459) 
Y (+k), L (z) Kv (2) Jua) K,ak(z) + J_v_x(z) Ki (2) 
H | i Ir. Ki. (2) + J, (2) SECH 


+ MO Ki (2) + J2 (2) K2G)| } (15.460) 


DD Ts) Ko [3-2 Ka (C) — CT viel Kand) 


> 
lI 
° 


z 


Jare, aa, eine 


+ peor- 3:16] (15.462) 
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Siet EIN a G) Ko O [e Ns) Khel) + EN grl) Kv (0)] 


一 Al i IN assi) Kos) + Naël Kia) 
+ [Via Q NL OK] J, (15.463) 


G9) Nee) K, (z) N, (z) Kual) + Noale) Kia (2)] 


= R Hu INL su) Kiel + Na (2) Kiel 


[ioo -na 829] |, (15.464) 


C 9-8) Nosal) Bun [2 Mall Ke (0) — C NL ll Rani) 


= nor "et IK (0 — Nia (z z)K2 1 (O) 
4Q| 


+ [N2 e) K? (QOO) - NEG) } (15.465) 


Y C70 7-E) Nia (2) Kyk (2) ue Kiel — N, (2) Kee 2)] 


= tea [a (2) KL (0) — Ny +n(2) Ka (I 


+ an véi - NL GG] - (15.466) 


Y [eet aoa + zs aca - x1. 0)] | 


1 272 
= A [e O 0 = Ban Biar] 


- porao - 1,000] y, (15.467) 


2 (22 (z) 2 (2) + (2) 
k=0 


- d i LO TG) — Joa (2) OI 


+ ës dei -x acm). (15.468) 
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n 2 
DC [eng Jaa (2) (O) + 2 be Da) 33000] I 


EN 
lI 
° 


= E ic 1)" uu +n(C) + Jo s (2) Esa) 


+ [Bons «x acm], (15.469) 
CO oH? aoa G) ac) ac) a c) ail 


z2 


= Zhen It IC + ts su) 


+ [Boma + eil (15.470) 


Y [eem s m (2 (0-2 (É (O|) 


z2 
= E E { ba v-n— 1(2) Pinle) - Jp- n (2) osa) 
- [£91.00 - 3,016] - (15471) 
y p, «GA G) - 2... (2), (2)] 


= 计 - Le. "EC 2) s) 35, Gus a (| 


Don or OIA 
k=0 


2⁄2 
EECH 
272 | 
id fon" [BO EEEE OI AO] 


+ [£a EC (18.473) 


z^? 
DE {t+ 
k=0 

2 


= EI Ir. a 1(2) Rue 2) €, Ra) 
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+ [TWD (2) + (a) De)| } (15.474) 
EECHELEN 
El Wall s el, véi 
- [RORO -a AEN } (15-45) 
Y: [a5 Aal - XA, s) 
= 
- po , ()-J32 (P, (2) , (15.476) 
Y creen (O 


eX (z) 2 (C) + J2 ( ds ©] 
z2+ (2 vk 一 uv 一 上 十 有 性 -pp 一 天 ) 


2⁄2 
= ; ip ter IIO P, (O) + J2 |. (z) É, Ac 


+ [Bono «x oro] — (154477) 
Y Cn [o9 12:40), viel S [a QT 0) ell, C)] } 
k=0 


- Clan Een ) t LG), 1 (2) 


+ (pa Ë (2) + 32 ein JG) } (15.478) 


`: 


Inn P. Aan, di 


z2? 
2 


Z a|). uo - r8 sor. (o|) 


> 
ll 
o 


22 一 ( 
2⁄2 
一 ET 2, (2) P, (O) U J?, 4G) IS DI 


- [LORO - 31, (2) , (O| } (15.479) 
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Y vx (2) T2, del = 2, (2) , vil 


一 计 一 [2,2) P, 40) - 2, 4(z) P, sa) 


+ DE 1?_,(z) — Ji E, , (15.480) 


Y Cor eer, ei, (O 
" z? 
224-02 
_ 1 sic 
73248 


[2,1 «0 31,0) £,0) } (15.481) 


+ Aes EO aO 2.0), u(0]) 


tears, uo e, e, ll 


DE J2, (eB, Ae 


< 
"n SIT e) 1 il, (|) 
Te, a e. ez. seruus] 
DECHE saan) (15.482) 
> EECH 
= AE 0 = Inle) Ka (O| 
- oio - x 0k) } (15.483) 


> LG, Ki.) 一 AO Ki) 
= 计 Pana Knl) = anle) Rennel 


[porao -x 0x9] (15.484) 
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SI cl vk 2G) KZO 
k=0 


z? 


2⁄2 
= elen Kill Join (2) Kin A (O| 


elei El + 1. 0KLAGQ]| 


+ [Bota «xao, (15.485) 


z? 


Sessea Keld + E PhO Ka e xh Kal] | 


= [ca H ? endi (2) K, (2) + J2 NO Kou 2) 


+ [82 ex 0x9) (15.486) 
Y enn, KLaCO) 
k=0 
2^2 
+ Zelt asi) eil 


- Ee] D, sa) KLQO el T (O) 


le Aas A0 Asia) (15.487) 
D [eKA - 2, (2) KL) 
k=0 
= 计 - p v-n— 1(z ) Ky nlz) _ J2, (2) Ku) 


+ [fik dei - 3 uie). (15.488) 


KE zl (vk) 2, AE ) K2 vi 


k=0 


sic? 
+ zi IS. sl K7,4(C) + I2 (z) K2 dc ) 
272 
elt DE 0) Knl es OK) 


+ [euo ao ex uxo] ` (15.489) 
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REN zl (u +k)2 Ky (2) 
EECHELEN 
EINEN 
+ |32) K? (2) tJ) K?(z)| } (15.490) 
- 2 N2 2 SC 12 12 2 
NEIEN 


1 2+2 
Elia -Nn Bana O] 


- [Morao - vao). (15.491) 
>` Re I. (z) — NA) a) 
k=0 


= a i INE a0) G) - Niya (2) Daniel 


- [doo 9 icto] (15.492) 


SI zl (u+k2N2 Si, Ai 
k=0 
z2 


+ z2 = ING )I vc) + NA) a) ) 


2+2 
= SZ fon" HO) T, (C) + Nra (2) sa) 


+ [eoi «Lio BO]. (15.493) 
y you Y NLaG) as) + Se [INE G) AG) + NI UL 


k=0 


= afen a G )T us (2) + NZ, (2) EICH 


dE evo] (15.494) 
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Y leer N22), Ai 


Ed 
lI 
° 


+ 3a [MO BaO NA. ail 
- Za [2 (e, El O (O| 
- [MORO - vio gu] ), (15.495) 
Y: [a el MAT, dell 


= 3| i INE La Q) P, (z) — N.a (z) É "km TO) 


- Mote -nae E], (15.496) 
Ile kri ANS 


xz 2 12 2 
+ ea MO déi + ND cl) 
1 z^? 2 2 
一 5 22402 fon [N2 aC )É =v- a (€) + Nils 2E, ai 


+ [ouo NaO] (15.497) 


EH JANE 


k=0 


GND e) NA GT, el) 
- T P, s) + NLAO a) 


+ [N2(2) I (z) + N2_ (2) P) y (15.498) 


ENEE 
EEN 
z2 一 C2 u+k u+k u+k u+k 


2⁄2 
= -| NM K2,,(0) 一 AC z)K2 1 (O) 


N 
- [N2 (2) K? aQ) NÉI d (15.499) 


k=0 
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Y [NEG KA) - NA4G) KLaG)] 


=- [Na (2) KE) — NEG) KL] 


+ [NEG il = Na) KC]. (15.500) 
DD IEN 


zu 


+ Ba DeD KZO + Nel KECO] } 


2+2 
= P [Nè a G)K2 (O +N G) KE] 


+ MEO «No RO] (15.501) 


n z2 
Y CO oH NEG Rail: Sala): NA.) KLaC)]) 
k=0 


geg te INL (z) K2,,(z) + Nra (2) Kis) 


n [N2() K2 ,(z) + N2, Isi K?(z)| } (15.502) 


815.5 ”合流 超 几 何 函 数 的 求 和 公式 
柱 函 数 和 虚 宗 量 柱 函数 , 都 属于 合流 超 儿 何 函 数 . 作为 一 般 情形 , 合流 超 几 何 
函数 F(o;yiz) 与 Ulay 2) 也 具有 递 推 关 系 
(z--2a —y)F(o; y; z) = aF(e + 1; y; 2) + (a — y)F(o — 1; y; z), (15.503ə) 
y(y—14+z)F(a;y;z) = (y-o)zF(os y+1;z) + y (v - D) F(os y—1; z), (18.503b) 
y(y—z—-1)F(o;4;z) = —ozF(a + 1; y+ 1;z) + y(y-1)F(a — 155 — 1;z) (15.503c) 
及 
(z+-2e—y)U(a; y; z) = a(e—y+1)U(ae + Les elt U(m —l;yiz),  (15.504a) 
(y—1+z)U(a; y; z) = zU(a;y+1; z)  (y-o— 1)U(o5 y —1; z). (15.504b) 
自然 由 此 也 可 导出 一 系列 求 和 公式 , 此 处 从 略 . 但 或 许 值得 提 到 几 个 特殊 的 合流 超 


几何 函数 , 特别 是 常用 的 正 交 多 项 式 ， 如 Laguerre 多 项 式 Le(z) 和 Hermite 多 项 
x H,(z), 根据 它们 的 递 推 关 系 
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(25 十 w 十 1 一 z)L8(z) = (k + 1)Lg a (2) + (k + o)LE 1(z)， 


2zH,(z) = Baatz) + 2kHp—1 (2), 


同样 也 可 以 能 得 到 求 和 公式 : 


> U Fr rn HO 
= rr OL NG)] 


Ären SECH Ë aal 


k=0 
= (n+1)! Q Q 
Rief ta G) deg (2) — L (2) dz a2). 


SR soen +2a+2- z-C)1g (2) Le(C) 


-C ERE aote + Lisi LaO], 


k! 
Sen D (2k+a+1— EEN 


k=0 
= CD Were Ra LG). 
gigi WO HO = rcg zo [Bea (2) B (O — Hs) Ri (C). 


; BG) = or [Boa (2) B, (z) - B,(2) Bra]. 


(—1)* (-1" 1 
ap He(2) HlO = Serial zi 


k n 
CD ma. CD 1 Gg. 


<— 2k! 211p! z 
为 了 得 到 上 面 的 结果 , 还 需 用 到 
Lo (z) = 1, Ho(z) = 1, 


Lg(z) 2 Q 十 1 一 0 Ho(z) = z. 


[B (2) Bs (C) + Ha (2) Haa (O). 


(15.5052) 
(15.505b) 


(15.506) 


(15.507) 


(15.508) 


(15.509) 


(15.510) 


(15.511) 


(15.512) 


(15.513) 


还 可 以 提 到 与 Hermite 多 项 式 Hi(z) 密切 相关 的 抛物 线 柱 函数 D, (z), 它 的 递 


推 关 系 是 
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zD,(z) = Dy+1(2) + vD,_1(z), (15.514a) 
2D' (z) = —D,,.i(z) + uD, _1(2), (15.514b) 
从 而 也 可 以 写 出 下 列 求 和 公式 : | 


1 
> T'(u+k+]) D, +k(z) D; +k (€) 


一 zz { = Dis Datt) 一 Dy+n(2z) Dunn) 


_ r IO D,-i(6) - D,-i(2) DAC } (15.515) 


> GER SN Dy ik (z) 


一 -FOR [Di D; (z) — Di +a. (2) O] 


T (v+n+1 

+ A [D.(3 DL.) Dudel Dell, (15.516) 
D EI p, (2) Daal 
LT (v+k+1) 

+ gg; D-22056 +D.) DO] | (5.517 
ECH um (z) 
£-T(vrkel) “+ 


= nert Dall + 


T (v4-n41) D,(z) Da). (15.518) 


> EE lei) + Dipl) Dn alc) 


eh 
B 1 i FOISID [Dies G) D+. (ç) + Du+n(z) EH 
+= — Ip. D,-1(¢) + D,-i(2) D,(O)| } (15.519) 


1 , 
> T(vtkri) Die Di (z) 


1 1 
=> | 一 T(vaaribemao D»4n(2) + —7— ro ) D,(z) (a). (15.520) 
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n NE Y: 
En Dis DA) Di, (2) D, (O) 
II _ C 
rios Ë v+n+1(2) D, +. (ç) 


+ F [D. 2) D, 1 (O) - D...) D0] } 


Dr T Gs Wa + pA) 
= AC [Diis Datei — D, +a (2) Dia] 
DAP, ai - D) Di] - 


k=0 
一 Don (z) Dytnt1 GI 


(15.521) 


1 

-T (15.522) 

在 得 到 (15.522) 时 需要 用 到 函数 D, (z) 所 满足 的 微分 方程 
z2 

D7(z) + (ve 5-5). = 0. 

由 递 推 关系 (15.514) 还 能 进一步 导出 关于 D, (z) 的 二 次 递 推 关系 
-D?.44() + VD? 4(2), 

"D 1(2) 


(15.5232) 


22D, (z)D; (z) = 
(15.523b) 


z2D2(z) 十 4D'2(z) = 2D? (2) 42v 


从 而 又 能 得 到 下 列 求 和 公式 : 


m PeDoa( [t Dei) DL, (O) + 2 Dall Dura(O)] 


> EIER SEN 
[D2,. (D) + Delen CH 


1 1 
H a Pru 
+ pap PORO r£. C)D2(O] ,, (15.524) 
KO 1 ; 
2 rail) Deas) 
nelle)" ren DD? All. (5.525) 


T 2z |  T2(u-+n+1 
: (一 1 , , 
Dex (2)Drte (C) [C D (2) D (0) — zD. (z) Dou (O| 


> I2(u+k+1) 
1 —1)* 2 
H TE [DZ a (2)D2 4 (0 T D2 s (2)D2 s) 
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1 2 2 
* m Dia T (O) 一 D?_:(zD2(O| , (15.526) 


^ GA 
> murk j l) 


i 2 
x Ë (vein 一 lais — Doa4x(2) Dr L k (z) + NOI 


— D pP (e) Dral) [Dvn (GODS G) = Denel 
- pip «Doi ) Dei, il Diels } (15.527) 


1 
Y mura PODO 


- a a [PhO D0) -D0 DaO] } 


1 
5 = { I?(v--n-1) [D2 n41 G)D2,4 (C) 一 Del, 1 (O) 


1 
-poj [D2(2D2. (0) 一 D? eich } (15.528) 


1 
— ~ pi 
> ra { v+] (Z) 
k=0 
z2 


EU zx | 


2 1 
= eac vt+n D. 
4 Pine += (2)D+a (2) 


x [Dices DL) 7 DL a Dus) 


+ gt Dre) Dra (e) [D« (D), (2) - Die, (2) } (15.529) 
> E 
siga (0 +p2 (p (O]) 


2 E 
ig morie [Dea (2D nl + D, Gs O] 


* s [b2(2D2. (0) + D (2)D2(0)| } (15.530) 
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Y (-1)* D? ( )| 2 D? AD? 
= T2(u+k+1) vk) |Z vk) + Zell 
=2 [orn D2 nr1(2)Dy elei + pj DZ(z)D (2)| . (15.531) 


至 于 其 他 一 些 与 合流 超 几 何 函 数 有 关 的 特殊 函数 , 如 Anger 函数 J, (z), Weber 
函数 E, (z)，Struve 函数 H, (z), Lommel 函数 sj,,(z)，Neumann 多 项 式 O, (z) 和 
Schláñi 多 项 式 S.(z), 它们 的 递 推 关系 及 由 此 导出 的 求 和 公式 ,不 再 一 一 列 出 . 


10. 


11. 


12. 


13. 
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~ 的 间断 积分 。 405 自 伴 算 符 15,9 

柱 函 数 的 Christoffel 求 和 公式 子 空间 2,88 
混合 型 求 和 公式 473 全 


425ff, 462fF 
449ff 


8, 103 


[General Infornati on] 
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一 一 Wener- Hopf 


6.6 
6.7 lx 
Geen 
7.1 
7.2 Geen 
7.3 Geen 
7.4 Geen 
Geen 
8. 1 Geen 
8. 2 Geen 
8. 3] Fouri er Geen 
9.1 Legendre Wonski 
9. 2] Wonski 


9.3 Legendre 
9. 4] Legendr el 
10. 1 Legendr ei 
10.2 Legendre Fouri er 
10.3 Legendre 
10. 4 Legendr e 
10. 5 Legendr e 
11. 1 
11. 
11. 3 
11.4 
Chri stof f el 
121 Legendre 
12. Legendr e 
12.3 
13. 1 Wonski 
13. 
13.3 Bessel 


14. 1 


14. 


Fouri er 
Lapl ace 


14. 3 


14. 4 


14.5 


Cri stoff el 


15. 1 


15. 


15.3 


15.4 


15.5 


